8 FEM fiir parabolische Probleme

Sei © € R%. Betrachte das Modellproblem

u—Au=f aufQx(0,7)
u(z,t)=0 VazedQ, t>0 (8.1)

u(,0) =up  aufQ
Die numerische Behandlung dieser Aufgabenstellung erfolgt in 2 Schritten:

1. Schritt: Durch Diskretisierung im Ort erhélt man ein System von ODEs, dieses Vorgehen
nennt man Semidiskretisierung.

2. Schritt: Losen des ODE-Systems mit Techniken aus dem 1. Teil der Vorlesung.

8.1 Variationsformulierung im Ort

Wie im 7. Kapitel wird der Losungsbegriff erweitert. Betrachte dazu folgendes Beispiel:
Beispiel 8.1 Eine Variationsformulierung fiir

a) —Au=f auf

b) u=0 auf o

ergibt sich aus dem ,,Rezept*“: Multiplizieren mit einer Testfunktion, Integrieren, partiell
Integrieren. Eine klassische Losung von a) erfiillt fir v € C5°(Q)

[vuvo= [-suw- Q/ fo.

Q Q

Deswegen erfiillen klassische Losugnen von a)

a(u,v) = /VUVU =l(v) = /fv Vve i)
Q Q
Cgeist dicht
in H} 1
a(u,v) =1(v) Vv e Hy()

Wir erkennen, dass dieser Ausdruck bereits sinnvoll definiert ist, wenn u lediglich in H(€2)
ist, d.h. wir nennen u € H'(Q) eine schwache Losung von a), falls

/Vqu:/fv Ve HH Q)
Q Q

Die Randbedingung b) muss nun separat gefordert werden, d.h. eine schwache Losung von

a), b) ist ein u € H}(R), welches [ VuVov = [ fu fiir alle v € H(Q) erfiillt.
Q Q
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34 8 FEM fiir parabolische Probleme

Analog zu Beispiel 8.1 wird eine Variationsformulierung fiir (8.1) erzeugt. Fiir v € C5°()
und eine klassische Losung u von (8.1) gilt (Im folgenden wird auch L? fiir L*(Q) und H!
fiir H'(£2) geschrieben.):

—Au=f

= [ wv— [ Auv = v
/ Jaw= ]

:><Ut(‘7t)7 >L2 + a( (',t),’l}) = <f(‘,’U),U>L2,
wobei a(w,v) = [ VwVv fiir w,v € H'(Q). Weil C§°(Q) dicht in Hg () ist, folgt, dass u
Q

<ut("t)7v>L2 + a(u("t)vv) = <f('vt)7v>L2 Voe Hé(Q)

erfiillt. Wir sehen, dass der Losungsbegriff abgeschwéicht werden kann. So reicht es z.B., dass
fiir jedes feste ¢ die Funktion u(-,t) € H}(Q) ist. Dann ergibt sich

Finde u € C1([0,T], H}(Q)), sodass
(W/(t),v) 12 + a(u(t),v) = (f(t),v)2 Vv € H(Q) (8.2)
u(0) = uo (in H(5)

Dabei wird gefordert
o feC(0,T)L*(9)
® Uy € H&(Q)

Bemerkung: Die Formulierung (8.2) ist nicht die schwéchstmogliche, aber bequem, um die
ODE-Theorie des ersten Teils der Vorlesung einzusetzen. Eine Verallgemeinerung der For-
mulierung wird in der Vorlesung PDE betrachtet. Insbesondere kann der Losungsbegriff so
erweitert werden, dass auch uy € L?(£2) sinnvoll behandelt werden kann.

Bemerkung: (Ableitungsbegriff) Sei w : (0,7) — (X;|| - ||x) eine Funktion wobei ¢t € (0,T).
Ein Element «'(¢) € X heifit Ableitung von u an der Stelle ¢, falls

lim u(t+ h) —u(t)

’
—u(t
lim u'(t)

=0.
x

Ubung 8.2 Sei v € C1((0,T); H}(Q)). Dann ist u € C*((0,T); L*(2))
Ubung 8.3 Fiir u € C*([0,T]; H}(Q2)) gilt:
° ti— ||u(t)||2L2 ist stetig differenzierbar und
a7z = 20/ (t), u(t)) 12
Die Idee hinter dem 2. Punkt ist: % (w(t), u(t)) 2 = (@' (t), w(t)) p2+(u(t), v () 12 = 2('(t),u(t)) 2.
Satz 8.4 (Energieungleichung) Es gelte fir ein v > 0
o vl ) < a(v,v) Vv e HH Q)

o u lost (8.2)
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Dann gilt:

t
llull 2 < e " luollr2(q) + /e_v(t_s)\\f(5)||m(sz)d5
0

Beweis:
1. Schritt: Wir nehmen zunéchst an, dass |ju(s)|| g2 > 0 fiir alle 0 < s < ¢ ist. Dann gilt:

Sl M ), u(e)ye wnd
Ay d e 1 d s )
Ol = G VOl = e GO =

Mit einer Testfunktion v = u(s) fiir festes s folgt aus (8.2)

(F(),u(s)) 2 = (F(),0) 22 2 {ul (3),0) 2 + alu(s),v) =

= {W/(s),u(s))r2 +a(u(s), u(s))
—_————

llu(s)ll L2 g lw(®)]l 2
t=
Cauchy-

Schwarz
I e ()i

= afu(s),u(s) + [u(s)lz2 (o)

Da a(u(s), u(s)) = v[lu(s)[F: = vlu(s)lI7

d
= uls)llzz + S llu®lez| _ < f(s)lle VO<s<t

t=

Ein integrierender Faktor fiir die linke Seite ist 7

d d
= G @0l) | = (Al + Gl

) < ()12

Durch Integration von 0 bis ¢ ergibt sich

t
M u®)zz = llu(0)]] 2 < /6”s||f(8)IIL2dS
0

t
=lu®)llz: < e uollre + /6_”“_S)Hf(8)IIL2d8
0

2.Schritt: Wir betrachten den Fall ||u(s)||z2 > 0 auf [0,T]. Aus (8.2) ergibt sich mit v = u(s)

Cauchy-
Schwarz

a(u(s),u(s)) + (W'(s),u(s))2 = (f(s),u(s))rz < [If(s)llr2llu(s)] L

>lfull?,; > llull? 5

d
L fu)l2,
t=s
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Um das Problem zu umgehen, dass ||u(s)||;2 = 0 sein kann, weil man ja durch [ju(s)|2

dividieren will, definiert man fiir ein € > 0 die Funktion he(t) := /[lu(t)||2, 4 €2. Dann ist

d d 1 d 1
o« $h ()| = VRO|_ = s ahio)| = mm )|

d d d
o Slu®IF| = Fr20|_ = 2hs)gnm)|

Also folgt:
d
h2(s) + hels) The®)] < 1) z]Juls) gz + 72
t=s N——
<he(s)

2 52

Da -5 = —£ < £ — ¢ ergibt sich bei Divison der Ungleichung durch A (s)
he(s) /Hu”z ez = /22 s €
L2
he(s) + he®)] < 1562 + v < 1l +
"Y £ dt (3 t—s L2 ’yha(s) — L2 "}/6

Wie im 1. Schritt ergibt sich durch Multiplikation mit €7® und Integration

ﬂ%@—%@S/WWﬂMm+M%
0

t
=he(t) < e "ho(0) + /efy(tfs) f ()2 + el ds Ve>0
0

Fiir ¢ — 0 folgt die Behauptung. O
Ubung: Satz 8.4 liefert die Eindeutigkeit der Losung von (8.2).

Bemerkung: Fiir f = 0 ist die Wirmeleitungsleichung dissipativ (in L*(Q)), d.h. [|[u(t)| 2 <
e~ "|u(0)]| 2. Dann folgt fiir 2 verschiedene Anfangsbedingungen ug, g, dass die Losungen
u(t), a(t) die Bedingung ||u(t) — @(t)||p2 < e |lug — tio|| ;2 erfiillen. Gute numerische Ver-
fahren sollten dieses qualitative Verhalten widerspiegeln.

8.2 Semidiskretisierung im Ort (,,Linienmethode*)

Das Ziel dabei ist die Approximotion von (8.2) durch ein (endliches) System von ODEs. Sei
Vy C H(Q) mit dim(Vy) = N < oo und Basis {¢; | i = 1,...,N}. Sei upy € Vy eine
Approximation an ug. Dann ist die semidiskrete Approzimation uy an die Losung u gegeben
durch

Finde uy € C1([0,T); Vi) sodass
(8.3a) (uy(t),v)r2 +alun(t),v) = (f(t),v)2 VoveVy (8.3)
(8.3()) uN(O) = Uo,N

(8.3) stellt ein ODE-System dar. Definiert man die Steifigkeitsmatrix A € RV*Y und die
Massematrix M € R¥*N durch

Aij = alej, i), M;; = (¢j, ¢i)r2, 6,j=1,...,N (8.4)
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und F(¢) durch

Fi(t) = (f(1), i) 12 (8.5)

M=

I
—

so ergibt sich aus dem Ansatz uy(t) = Y w;(t)pi, dass (8.3) zum ODE-System

K2

Mu'(t) + Au(t) = F(¢) t>0
(8.6)
u(0) = uy
N
dquivalent ist, wobei uo v = D ug; ¢; die Darstellung in der Basis {¢; |i=1,..., N} von
i=1

U, N € Vi ist.

o8

Il
—

Um die Aquivalenz von (8.3) mit (8.6) zu sehen, schreiben wir uy(t) = 3 u;(t)p;. Damit

gilt: '
uy lost (8.3a)
N N N N N
< <Z u;‘(t)@jazvi@i> +G<Z uj(t)wj,Zviwz-) = <f(t)72Vi<Pi> VveRY
L2 =

j=1 i=1 j=1 i=1 L2

N

< '21 u; (1) viles, i)z + 4zluj(t)vi a(pj, pi) = Zlvi<f(t)7 Pi) L2 VoeRY
i\j= ij= i=

& vIMU'(t) + vI Au(t) = vIF(t) VveRN

< Mu'(t) + Au(t) = F(t)

Ubung 8.5 Die Matrizen A und M sind SPD. Uberdies gilt fiir alle v,w € RY mit
N N
v =Y vipi, w = wip;, dass v Mw = (w,v) 2 und vI Aw = a(w, v).
i=1 i=1
Bemerkung: Aus Ubung 8.5 folgt, dass (8.6) dquivalent ist zu
u =M'F(t) - M 'Au(t)
u(0) = up
D.h. die Existenz und Eindeutigkeit von (8.3) ist gegeben.
Analog zu Satz 8.4 gilt

Lemma 8.6 Seien r € C°([0,T]; L?(R2)) und w € C1([0,T); Vi) und erfiillen
(W', v)p2 + a(w,v) = (r(t),v) 2 fiir alle v € Vy.

Dann gilt:
t
lwo(®) e < e [w(0)]|= + / ) i (5)]] 2ds
0

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zu jenem von Satz 8.4. [
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Im folgenden wollen wir ||u(t) —un(t)| 2 abschétzen, indem wir ||u(t)—Ryu(t)| ;2 abschitzen.
Ry bezeichnet dabei wieder den Ritzprojektor Ry : H}(€2) — Vy. Dieser ist It. Definition
7.27 fiir alle v € Vi durch a(w,v) = a(Ryw,v) definiert. Wir wissen bereits, dass Ry linear
und beschréinkt ist. Die Beschrianktheit folgt aus der Existenz einer Konstante C' > 0, sodass
|BRyvw| g1 < Cllwl g fiir alle w € HE(Q) gilt.

Satz 8.7 Sei u € C1([0,T); Hi(Q)) eine Losung von (8.2) und uy eine Losung von (8.3).
Dann gilt

lu(t) = un (®)llz2 < llu(t) = Ryvu(®)] 2 + [lun (0) — Ryu(0) ] 2e™"+
t

+ / eI/ (s) — Ry (s)|| s
0
Beweis: Wird un(t) — u(t) = un(t) — Ryu(t) + Ryu(t) — u(t) geschrieben, dann ist
=:0(t) =:0(t)

lun () = u(®)llL2 < 0@ L2 + llo®)ll2-

1. Schritt: Aus der Linearitit und der Beschréinktheit von Ry und u € C([0,T); Hi(S2))
folgt, dass (Ryu) = Ryu’, weil

lim
h—0

1 inear
Ryt 1) = Ravu(0) = Rl |
H1

— lim HRN (u(t—’—h)_u(t) _ Ul(t)) H Ry beﬁhrdnkt
h—0 h -

u(t 4+ h) —u(t)

:1’7
im C W

h—0

- u/(t)H =0 nach Definition von u'.
H1

2. Schritt: Aus dem 1. Schritt folgt § € C'([0,T]; Viy). Weiters ist fiir jedes v € Viy

<9/(t)7U>L2 + a(@(t),v) = <u/N?U>L2 + CL(’U,N,U) - (RNu/a U>L2 - G(RNu, U) =

g0, 001 — (R o) — a(Rvu, v) =
Def.

B (f(t),0) 12 — (Rivu v) 2 — a(u,v) =
(8.2)

=" (v, v) 2 — (Ryu/,v) 2 = (u' — Ryu'(t),v) 2

3. Schritt: Aus Lemma 8.6 folgt fiir 6
¢
Bz < e (80 + [T (s) — B (s)ads:
=llun(0)~Ryu(0)f2 O

O

Bemerkung: Satz 8.7 zeigt, dass ||u(t) — un(t)||z2 durch den Fehler ||u(t) — Ryu(t)| 2 +
2 Terme abgeschétzt werden kann, die eine Fehlerakkumulation fiir die Zeiten 0 < s < ¢t
darstellen. Man spricht vom ,,Gedéchtnis* von parabolischen Gleichungen.

Regularitdtsannahmen an u erlauben Abschétzungen, die explizit in h sind.
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Korollar 8.8 Sei Vy = SY(T), wobei T die Bedingungen aus Satz 7.25 erfillt. Erfiille die
Lésung u von (8.2) die Regularititsvorraussetzung u € C3(Qx[0,T]). Seiug n € Vv entweder
ug, N = Ryug oder ug n = Tug, wobei Tug den stiickweisen linearen Interpolanden bezeichne.
Dann gilt:

lut) = un (Dl 2y < Ch max, ([l )|z + -, ez
Ist Q sogar konvex, dann ist
Ju(t) = un ()20 < R guax (e 8)lomqey + o9l caa)
Beweis: Nach Satz 7.29 gilt fiir jedes v € C?(Q)
o |lv—Ryvllr2) < [lv— Bnvllgio) < Cllv — Ivllge) < Chlv|czq
e falls O konvex ist, gilt sogar: [[v — Ryvl|p2(q) < ChQ\v\CQ(Q)

Damit folgt die Behauptung aus Satz 8.7 O

Ubung 8.9 Sei 6 € C'([0, T; Viy) und gelte fiir alle v € Viy und fiir ein r € C°([0, T]; L2(2)),
dass (0',v) 12y + a(f,v) = (r(t),v)[2(q)- Zeigen Sie:

t
00 @y < 10Oy + [ I ey
0

Hinweis: Betrachte v = 6'.
Zeigen Sie, dass

t
|u(t) — uN(t)@p < 2 |u(t) — RNu(t)ﬁql +2 Jug,n — RNuoﬁp + 2/ l|lu/(s) — RNU/(S)”%zdS
0

8.3 Volldiskrete Verfahren
Die Semidiskretisierung fiihrt auf das ODE-System

Mu' + Au = F, u(0) = ug (8.7)
wobei M und A SPD sind.

Um zu verstehen, wie sich die Losungen von (8.7) verhalten, versuchen wir, (8.7) in ein
entkoppeltes ODE-System umzuwandeln.

Satz 8.10 Seien A und M € RN*N SPD. Dann gelten fiir das verallgemeinerte Figenwert-
problem

Finde (v,\) € RV \ {0} x C, sodass Av = A\Mv (8.8)
folgende Aussagen:

(i) Der Eigenwert X erfiille A > 0.



40 8 FEM fiir parabolische Probleme

(i) Es gibt N Eigenpaare (vi, A;), i =1,..., N, die orthogonal bzgl. (-,-)a und (-, )m sind,
d.h.

(vi, vi)M = (Mvi, vj)a =0 Vi#j
(VZ',Vj)A = <AVZ‘,VJ'>2 =0 Vi 7& ]

(i4i) Die Matriz V = (v1,...,vy) € RN*N diagonalisiert M und A simultan, d.h.

VIMV = Diagonalmatriz
VT AV = Diagonalmatriz

(iv) Falls die v; so normiert werden, dass (v;,vj)m = 0i5, dann gilt

A1 0
VIMV =1d, V'AV=D= _
0 AN
Beweis: Ubung. Hinweis: Betachte das EWP M 2AM 3x = \x 0

Definiert man nun @ = V-lu, f = VTF, %y = V~1u, dann ist (8.7) dquivalent zu

A 0
i+ a="1f, u(0)=r1p (8.9)
0 AN

(8.9) stellt ein im Sinne des 1. Teils der Vorlesung steifes ODE-System dar, falls einige EW
A; > 0 grofl sind. Das ist bei parabolischen Problemen der Fall, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 8.11 Sei T eine Triangulierung, die die Bedingungen aus Satz 7.25 erfillt. Seien die

Steifungkeitsmatriz A und die Massematriz M durch (8.4) definiert, wobei {p; | i =1,...,N}

die Basis aus Hutfunktionen von Vy = S&(T) 1st. Sei hpin = ;{mrTl hi. Dann existiert eine
€

Konstante C > 0, die nur von € > 0 abhdngt (siehe Satz 7.25), sodass
C M ulZayey < [l gy <~ a2 Vue ST
ull72(0) < |uli ) < hT“UHH(Q) u € 5y(7)
min

Insbesondere folgt fir die EW \; von (8.8)

C
C'< min < max \ < 5 (8.10)
i=1,...,N i=1,.,N hZin

Bemerkung: (Interpretation von A, und Apas)

2
u
min =  Min ‘ ‘gl
0uesH(T) [|ullf2
‘“‘%{1
maxr

= max )
ozuesy(T) [lull7.
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Beweis: (von Satz 8.11)
1. Schritt: Nach Satz 7.20 gilt C~||ull p2q) < |u|gr(g) fiir alle u € Hj(€). Damit folgt die
erste Ungleichung.

2. Schritt: (inverse Ungleichung)
Sei K € T fest. Wir behaupten, dass es eine Konstante C' > 0 gibt, welche nur von ¢ > 0
abhéngt, sodass

C
IVellage < 5 —lwleeay ¥ wePr

Dazu seien w € Py und z* € K mit |w(z*)| = lwll¢(7)- Dann gilt (Das zweite Ungleichheits-
zeichen folgt aus dem 2. Schritt des Beweises von Satz 7.25.):

193000y < IVl ) < Cllwlld e, = O o)
Weil w € Py ist, kann es Taylorentwickelt werden (sinnvollerweise um z*):

w(z) = w(@®) + Vw(z®)(z - 27)
= |w(@)| = [w(@")] = [Vw(@®)| [z — 27| >

> (e - Y

(@) |z = 27| = w(a”)] [1 \/CT*ICCI*I]

hi

fir B:=KNB 1, (z) gilt:

2V C*
o |w(@)| 2> 5|w(z*)]
e area(B) > Ch% fiir geeignetes C > 0, das nur von ¢ abhéngt

Damit gilt
1 * *
loliZa ey > lholl2ags > Jarea(B) lw(@)? > Cl w(a")
Damit folgt die Behauptung.

3. Schritt: Aus dem 2. Schritt folgt fiir w € Viy:

IVwlZaiq) = Z Vw2 < Z |w||L2
KeT KET

Z [ lele

mln KeT mzn

4. Schritt: Fir jedes Eigenpaar (v,\) des Eigenwertproblems (EWP) A\Mv = Av gilt
AWMy = vIAv, d.h. )\||U||%2(Q) = |v|%,1 () falls v = Zlvz% Also folgt C71 < X < .
i=

fir jeden EW . [

Bemerkung: Die h-Abhéngigkeit von A, ist scharf. In 1D auf regelméfigen Gittern ist

~

1
h2

min

>\maa?
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Satz 8.11 zeigt, dass wir ein implizites Verfahren zum Losen von (8.5) verwenden sollten. Das
einfachste Verfahren ist das implizite Eulerverfahren:

u?;\]—&-l — uT]i/ n+1
T,’U + a(UN 71}) = <f(tn+l);U>L2(Q) Voe VN (811)
L2(Q)

wobei k > 0 der Zeitschritt, ¢, = nk und u}; = un(t,) ist. In Matrixschreibweise ist (8.11)
%M(unﬂ —u") + Au"t! = ! (8.12)
d.h., in jedem Schritt muss das LGS
(M + kA)u" ™ = Mu” + kf"+?

gelost werden.

Bemerkung: Es bietet sich an, M + kA einmal zu zerlegen (Choleskyzerlegung), und dann
in jedem Zeitschritt eine Vorwérts- und Riickwértssubstitution zu machen.

Satz 8.12 Seiu € C1([0,T); H3(Q)) Lisung von (8.2) und erfiille die Regularititsvoraussetz-
ung u € C%([0,T); L*(Q)). Sei ko > 0 fest gewihlt. Sei Apin, der kleinste EW des verallge-
meinerten EWP

Mz = Az,

wobei M und A die Massematriz und die Steifigkeitsmatriz der Ortsdiskretisierung sind.
Dann gilt: Es existiert b > 0, welches nur von ko und Api, abhdngt, so dass fiir jeden
Zeitschritt k € (0, ko] gilt:

luy = u(ta)llz2 < [lu(ta) = Ryu(ta)lzz + e Juo.x — Ryvuol| 2+

tn
n / e[|l (8) = Ryl (1) g2 + K (| (8)]] 2] dt
0
Beweis:
1. Schritt:

uy — u(ty) = upy — Ryu(ty) + Ryu(ty) — u(ty)

=:0" =:o"

2. Schritt: (Rekurrenzrelation fiir ™)

FuR — w0 + aluit v) = (f(tat),v)2 Vv e Vy

(W (tns1), ) 12 + a(ultorn),v) = (F(tasn)svhps Vo € HY(Q)
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tn

Tayl
=7 u(tn) = u(tns1) + (tn - tn+1)“/(tn+1) + / (t— tn+1)“//(ﬁ)dt
=k tnt1
1 tn+1
—u(t
ot = WO Ly yar =
tn
_ Ryu(tpy1) — Ryvu(tn) | u(tne1) —u(tn)  Ryu(tnii) — Ryu(ty)
= _|_ i _
k k k
1 tn+1
- /(t—tn+1)u"(t)dt:
tn,
R R ) tnt1 1 tn+1
t — t
_ NU( n+1)k NU( n) + % / ’U/(t) _ RNU/(t)dt _ E / (t _ tn+1)u//(t)dt
tn tn
=:wfJrl =:w,:;Jrl
Es gilt:

a(u(tps1),v) = a(Ryu(tpsr),v) VoveVy
L — o) + a(ul ™, v) = (Fltnen), o) g2 Ve Vi
H(Byu(tni1) — Ryu(tn), v) 2 () + a(Ryu(tni), v) =

= (f(tng1), V)2 — (Wi 0)pe — (Wt v) e Vv e Vy

Differenzenbildung fithrt auf

1
%(9"+1 — 0™, )2 + (0™ v) = (W v) e (Wi v) e VveVy
mit v = A" ergibt sich
10747 + & a0t 0" = (070" o k(T 0) 2 4 R(wi T 0) 2
—_————
=[O 2 min 022,
Cauchy-
12 Schwarz
= (1 +EAmin) 077, <

<022 00" e + kllwi 22107 | e + Kllws e ll0m ] 2
= (Lt ki) 107 [ g2 < 107]]z2 + Kllwi ™| 2 + Kllwg ™ 2
3. Schritt: (Auflssen der Rekurrenz)

1 k
10" e < 511" ]2 +

n+1 n+1
< T — ([ gz + g+ 22

1+ kdmin

n

_ k o . .
= 10"z <1+ Anink) n”@OHL2 + 15k (1 + EAmin) (=) (HW{HLQ + ”w%”LZ) =
man j:1

n
= (L M) 100+ D1+ M)~ (a2 + ]2 )
j=1
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Mit ¢, = nk und t,,_(;_1) = k(n — (j — 1)) ergibt sich, dass man

(14 Amink) ™™ = (1 + Apinh) i tmin/ omink)
(1 + Amink) "0 = (1 4 Apink) “tn-st1Amin/ Amink)
abschiitzen muss. Elementare Uberlegungen zeigen, dass die Funktion
x— (1+ Jc)fl/ v
monoton wachsend ist. Aus k < kg folgt somit, dass Apink < Apinko ist, d.h.

(1 + )\mznk)*n — (1 _|_ )\minko)*tnkmin/(kminko) S e*btn
(L4 Amink) ™70 = (14 Agkg)~Pr-a1min/ Cuminko) < g=blin=ti1),

wobei b > 0 durch die Beziehung (14 Apinko )~ min/ minko) — ¢=b definiert ist. Damit erhalten
wir

n
167122 < e+ k30 e (o + e

j=1
Wegen
tj tJ
) 1 ; k
oz < ¢ / o/ (6) — Rvul () odt, oz < & / (&) ot
tj—1 ti—1
folgt damit
16712 < et 0% o + 3 e tlinti) / e (8) — Ry (8|2 + kllu" (1) | dt <
j=1

t]'_l

n 123
< et (16012 + 3 / e~ D! (£) — Ryt (1) 2 + K|l ()] 2 | dt

=1
O
Korollar 8.13 Sei u € C3([0,T] x Q). Dann gilt:
(1) [lufy —u(tn)llr2 < Clh+ K]
(ii) falls Q konvex ist, dann ist ||u%y — u(ty)|/2 < C[h? + k]
Beweis: Der Beweis verbleibt als Ubung. O

Wir betrachten nun das explizite Eulerverfahren und stellen uns die Frage, wie grof3 k (relativ
zur Ortsdiskretisierung h) sein muss, damit die u%, verniinftige Approximationen an u(t,)
sind.

Das explizite Eulerverfahren ist von der Form

1
%<u7](,+1 —up, vz + alup,v) = (f(tn), V)12 VYoveVy (8.13)
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oder in Matrixschreibweise
Mu" ™ = (M — kA)u” + kf" (8.14)

= u"t =u" - kM 'Au" + kM7

Wir erinnern an den Beweis der Konvergenz von Einschrittverfahren. Diese haben die Form
Yir1 = Y (ti, yi, ki), wobei k; die Schrittweite im i-ten Schritt bezeichnet. Der Beweis beruhte
auf 2 Komponenten

(i) Konsistenz, d.h. kleiner Fehler in jedem Schritt

(if) Stabilitat durch Lipschitzstetigkeit der Inkrementsfunktion. Dazu wurde benétigt (L
bezeichnet die Lipschitzkonstante):

Yir1 = Y (ti, yi, ki)

~ - impliziert |yir1 — Giv1| < (14 Lk;) lyi — v
Yit1 = ¥(ti, Ui, ki) } P [Yis1 = G| < ( i) lyi — Uil

Bemerkung: Stabilitéit ist ein Maf fiir die Fehlerfortpflanzung. Ein Fehler im i-ten Schritt

wird héchstens um den Faktor (Lk; 4+ 1) verstéirkt.

Auf (8.14) iibertragen heifit das, ||I — KM ~1A| zu untersuchen. Eine sinnvolle Norm ist

diejenige, die zur L?-Norm gehért, d.h. || | (dau =3 w;p; = [|ul|2; = u"Mu = (u,u)m).
i

Lemma 8.14
A 0

Sei V, sodass VIMV =1, VTAV = Dann gilt:
0 AN

IT— kM 'Allp = max |1 — Akl
i=1,...,.N

Beweis: Fiir x = Vy gilt
3 = MVy, Vy)z = (VIMVy.y)2 = [lyll3 = ||V "z].
Weiters gilt M~ = VV7 und VT A = DV L. Damit ergibt sich:
I-—kM 1A =1-kVVITA=1-k(kVDV ! =VV ! _kVDV 1=V (I-iD)V!
woraus wir folgern:

_ -1 17 _ 1
I(I—kM™'A)|m = sup I(T— kM Az (VT = EM Al

z#0 HIHM z#£0 ||V71:L‘H2
V-IvI-kD)V! I-kD
= sup ” ( — ) zllz = sup I Jyll2 = ||[I—kDJ2 = max |1 — k).
0 [N Amed (P v20 vl i=1,..N

O

Fiir Stabilitit fordern wir ||[I — KM ~'A|p < 1+ Lk, wobei L eine ,moderate“ Konstante
ist. Weil A\; > 0 fiir alle z = 1,..., N ist, folgt also

1+kL> max |1 — kX;| = max{|1 — kAmin|, |1 — kAmaz|}
i=1,...,

= 1+ kL > |1 — EApin] A1+ KL > |1 = kAmag]
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Die Forderung 1 + kL > |1 — kA| fiir A = A\pin, bzw A = A\ impliziert

—(1+kL)<1-kA<1+kL
<1

Fiir A\ folgt damit
= k(L + Apaz) <2

sk —m7M—
— L+ Mpaz

Weil It. Satz 8.11 Apaz ~ 55—
Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) Bedingung:

und damit sehr grof ist, ergibt sich praktisch die sogenannte

kAmaz < 2 (8.15)

als Bedingung fiir die Schrittweite. Fiir regelméflige Gitter gilt Ajae ~ h%, d.h. dass das
explizite Eulerverfahren der Schrittweitenbeschrinkung k < Ch? unterliegt. Beim implizitem
Eulerverfahren gab es keine Schrittweitenbeschrinkung.

Das explizite und das implizite Eulerverfahren sind 1. Ordnung in der Zeit. Das Crank-

Nicholson-Verfahren (,implizite Mittelpunktregel, 6-Schema mit § = %) ist 2. Ordnung

in der Zeit. Zudem hat es genau wie das implizite Eulerverfahren keine Schrittweitenbe-
schrankungen fiir k.

Satz 8.15 (Crank-Nicholson-Verfahren) Seien die uy, definiert durch

1 n+1

n+1 n uy" —uy
E<UN —u,v)2 +a

5 ,’U> =<f(tn+§),U>L2 VveVy

Dann gilt:

tn
Jufy—u(tn)l L2 < IIUO,N—RNuolle+|IU(tn)—RNU(tn)HL2+/ [’ = Ryt || 2+ CR?||u” (2)]] 2 dt
0

Beweis: Wie in Satz 8.12. Fiir die Stabilitit verwendet man anstatt von v = 671! die
Testfunktion v = (6" +¢") . O

8.3.1 Zusammenfasssendes Beispiel

Zum Abschluss fassen wir noch einige Ergebnisse bzgl. dem explizitem und implzitem Eu-
lerverfahren und dem Crank-Nicholson-Verfahren zusammen. (Folien 17 aus der VO) Dazu
betrachten wir die 1D-Wirmeleitungsgleichung

Up — Ugy = [ auf Q= (0,1)
mit der Randbedingung «(0) = u(1) = 0.
Die Semidiskretisierung im Ort mittels der FEM fiihrt auf ein ODE-System der Form

Mu' + Au = f.
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Name P o(P) o(P) stabil?

Peyp 1 kM1A) {1-kA[A€a} | [1—khnaol | falls b < 2
Py (M +kA)~'M {Fmlreo} | maog <1 | firallek >0
Poy | (M+58)" (M- 5A) | {53 |Aeo} | [Ipeesd] <1 | firalle k> 0

Tabelle 8.1: Analyse von P in u®*! = Pu” + - -

Die Zeitdiskretisierung erfolgt mit einem der drei oben erwéhnten Verfahren:

expliziter Euler M(u"t — u”) + kAu™ = kf(t,)
impliziter Euler M(u"t —u?) + kAut! = kf(t,11)
Crank-Nicholson ~ M(u"*! —u") + £(Au" + Au"*!) = k:f(tn+%)

oder in ,expliziter Form angeschrieben: u"*! = Pu”™ + - - -, wobei

Pep =1—- kM A
Pimpt = (M + kA)"'M
-1
Poy = (M+5A)" (M- 5A)

Damit nun das jeweilige Verfahren stabil ist, muss ||P|| < 1 in einer geeigneten Norm sein.
Dazu muss der Spektralradius o(P) < 1 sein. Das Spektrum des verallgemeinerten EWP ist
durch o = {A | 3z # 0: Ax = AMx} gegeben.

In Tabelle 8.1 sind das Spektrum, der Spektralradius und die aus dem Spektralradius ab-
lesbare Forderung fiir Stabilitdt an die Schrittweite k& aufgelistet. Die Ergebnisse von Ab-
schnitt 8.3werden dadurch bestétigt: Um stabile Verfahren zu erhalten, gibt es beim expli-
zitem Eulerverfahren eine Schrittweitenbeschrankung, beim implizitem Eulerverfahren und
beim Crank-Nicholson-Verfahren nicht.

Wir wéhlen nun den Anfangswert fiir die 1D Wéirmeleitungsgleichung ug = 1 und f = 0
und betrachten die graphisch dargestellten Ergebnisse aus Abbildunmg 8.1. In den oberen
beiden Graphiken ist zu sehen wie sich das explizite Eulerverfahren zu zwei verschiedenen
Schrittweiten knapp iiber bzw. knapp unter der Stabilitdtsschranke verhilt.

Links ist k£ = ?\ﬁgi > ﬁ gewihlt. Die Losung oszilliert sehr stark (die groften Werte
liegen im Bereich 107) und geben in keinster Weise das tatsichliche Losungsverhalten wie-
der. In der rechten Graphik ist k = £:99 < 2 - gewahlt und die numerische und die exakte

.. . . . .. . )\Vnaw - Am(l
Losung sind ziemlich &hnlich.

In der unteren linken Graphik von Abbildung 8.1 ist die Warmeleitungsgleichung mit dem
implizitem Eulerverfahren und in der rechten unteren Graphik mit dem Crank-Nicholson-
Verfahren gelost worden. Hier ist die numerische Losung in beiden Fillen eine gute Appro-
ximation an die exakte Losung.
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1 ¥\ Euler; k=2.001/lambda, _,; h = 0.0078125 expl. Euler; k = 1.999hlambda_ ; h = 0.0078125

8 0.1
sl
4 0.08
ol ]
) __,.‘,Wu‘mmumwnmmwJW_
/1 L
_al
0.02r
6l
% 02 0.4 06 08 1 % 02 0.4 056 08 1
impliziter Euler; k = 0.2*h; h = 0.0625 Crank-Nicholson; k = 0.2*h; h = 0.0625
0.1 : : : : 0.1 ‘ : :
:g?(gll;ts LIl_lsegr; :gz\;kte Lsg
0.08r R 0.08r R
0.06 R 0.061
0.04r R 0.04r
0.02f 1 oot
G0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 O0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Abbildung 8.1: Vergleich zwischen exakter und numerischer Losung
Zum Abschluss betrachten wir noch das Konvergenzverhalten fiir u(z,t) = e tx(1 — z).

In der linken Graphik von Abbildung 8.2 wird das explizite Eulerverfahren betrachtet. Wie-
der mit den zwei Zeitschrittweiten k = % und k£ = % knapp iiber bzw. knapp unter der
Stabilitétsschranke. Der Fehler fiir die Lésﬁng zur Wahl von k = % verhilt sich wie O(h).
Liegt k aber nur knapp iiber )\jm konvergiert das explizite Eulerverfahren nicht mehr.

Das Problem besteht in der Praxis darin, dass A4, nicht einfach zu bestimmen ist. Wiirde
man A\pq,; kennen, konnte man daraus k berechnen. Kann A4, aber nicht (exakt) bestimmt
werden, wirkt sich diese Ungenauigkeit auch auf das daraus berechnete k aus. Durch die sehr
restriktive Schrittweitenbeschrinkung, hingt die Konvergenz des Verfahrens aber schon von
sehr kleinen Abweichungen ab. Man sagt dazu auch ,hit or miss“ — also entweder hat man
Gliick und bestimmt k so, dass das Verfahren konvergiert, oder man liegt knapp daneben
und das Verfahren konvergiert nicht.

In der rechten Graphik von Abbildung 8.2 ist zu sehen, dass sich das implizite ebenso wie
das explizite Eulerverfahren wie O(h) verhilt. und das Crank-Nicholson-Verfahren hat Kon-
vergenzordnung 2, unabhéngig von der Wahl von k. Das waren auch unsere Erwartungen,
denn der Fehler des expl. sowie des implizite Eulerverfahrens ist O(k + h?) und jener vom
Crank-Nicholson-Verfahren ist O(k? + h?).
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1™ Waermeleitungsgleichung, u = exp(-t)*x*(1-x) . Waermeleitungsgleichung, u = exp(~tyx(1-x)
. —o-&Xpl, k=1.999__ 10 ‘
Y I, k=2.00LA___h ,
\ - EXP max -e-impl. Euler
2 . —o(h?) 10 N E
107+ * H o -
\ ! —0(h)
ko : i —o(h? .
= v T 107t J
2 ' o
N*_l 10107 3 | %
o ) -
:s: “ N"f' 107 ]
v &
0 Y =
10° \ 1 T ]
e e —]
et = 10°
107 10" 10° 107 10" 10
h h; zudem k = 0.2h

Abbildung 8.2: Konvergenzbetrachtung



