6 Strukturerhaltende Integratoren

6.1 Motivation

Das zentrale Anliegen von strukturerhaltenden (“geometrischen”) Integratoren ist gewisse qua-
litative Eigenschaften des betrachteten dynamischen Systems ins Diskrete zu vererben. Mit den
Konzepten von A-Stabilitdt und B-Stabilitdt haben wir bereits zwei Beispiele kennengelernt,
bei denen (gewissen) Eigenschaften des Losung einer ODE ins Diskrete vererbt werden. We-
sentliche Eigenschaften von dynamischen Systemen, die in der klassischen Mechanik auftreten
sind Energie-, Impuls- und Drehimpluserhaltung auf. Es ist deshalb von Interesse, numerische
Verfahren zu betrachten, die diese Eigenschaften ebenfalls haben.

Wir betrachten im gesamten Kapitel nur autonome Systeme, d.h. Differentialgleichungen der
Form

y' = f(y) (6.1.1)

bei denen die rechte Seite nicht explizit von ¢ abhéngt. Weiterhin nehmen wir in diesem Kapitel
an, dafl f hinreichend glatt ist.

Beispiel 6.1. Wir betrachten das mathematische Pendel, welches der Gleichung

¢ + % sing = 0 (6.1.2)
geniigt. Hier stellt ¢ die Winkelauslenkung von der Ruhelage dar, ¢ ist die Lénge des Fadens
und ¢ die Erdgeschleunigung. ¢ stellt entsprechend die Winkelgeschwindigkeit dar. Die linke
Graphik in Fig. 6.1 zeigt das (erwartete) periodische Verhalten fiir den Fall g = ¢ =1, ¢(0) =
/2, ¢'(0) = 0.

Die Gesamtenergie ist H(q', q), wobei die Hamilton-Funktion H definiert ist als

1
H(p,q) = §€2p2 — glcosq (6.1.3)
— v

kin. Energie pot. Energie

Die rechte Graphik in Fig. 6.1 zeigt das Langzeitverhalten verschiedener Integratoren. Es werden
105 Zeitschritte mit A = 0.1 fiir das RK4, das explizite Eulerverfahren, das Heunverfahren
und die implizite Mittelpunktsregel (d.h. das 6-Schema mit § = 1/2 bzw. das 1-stufige Gau$-
Verfahren) verglichen. Wir sehen, daf§ mit Ausnahme der Mittelpunktsregel der Energiefehler
in der Zeit wéchst. Bei der Mittelpunktsregel ist der Energiefehler nicht Null, bleibt aber in der
Zeit beschréankt. u
Beispiel 6.2. Wir betrachten das Keplerproblem

1

"
qQ = 739
lall3

wobei q € R?. Dabei beschreibt q den Ort eines Kérpers unter dem Einflufl der Anziehung eines
zweiten Korpers. Das Koordinatensystem wurde so gewéhlt, dafl der Ursprung im Zentrum des
zweiten Korpers ist (man stelle sich das System Sonne-Erde vor). Alle Konstanten wurden zu
1 gewdhlt. Die Anfangsdaten sind

q<0>=(156), q’<0>=<ﬁ%),
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Figur 6.1: Links: ¢ und ¢ iiber t; rechts: Energiefehler fiir verschiedene Verfahren
Die Bahn ist dann eine Ellipse mit Exzentrizitéit e € [0,1). .

6.1.1 Hamiltonsche Systeme

Ein wichtiges Beispiel autonomer System sind Hamiltonsche Systeme® in der klassischen Me-
chanik. Sie haben die folgende Form:

P = —VqH(p,q), (6.1.4a)
q = VpH(p.q) (6.1.4b)

Hier ist H ein reellwertige Funktion (die Hamilton-Funktion); p € R heiit (verallgemeinerter)
Impuls und ¢ € R? die (verallgemeinerte) Ortskoordinate. Man schreibt das System (6.1.4)
auch in der Form

(1) -rsma 5 (51) (=r-(17)) e

Beispiele von hamiltonschen Systemen haben wir in Beispielen 6.1 und 6.2 kennengelernt. Dort
hatte H die physikalische Bedeutung der Gesamtenergie des Systems, die ja erhalten wird.
Allgemein ist H eine Invariante eines hamiltonschen Systems: Eine grofie Klasse von Hamilton-
Funktionen hat die folgende additive Form:

H(p,q)=T(p)+U(q). (6.1.6)

Hier ist T' die kinetische Energie, welche im Beispiel (6.1.6) nur vom Impuls abhidngt und U
die potentielle Energie, welche in (6.1.6) nur vom Ort abhéngt. Die Hamilton-Funktion stellt
als Summe von kinetischer und potentieller Energie gerade die Gesamtenergie dar.

I'William Rowan Hamilton, 18051865
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Figur 6.2: Das Keplerproblem. Bahn ist eine Ellipse mit Exzentrizitit e = 0.6
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Beispiel 6.3. Ein typisches Beispiel ist ein Vielteilchensystem unter dem Finfluf§ gegenseitiger
Anziehung (z.B. Gravitation). Seien N > 2 Teilchen® mit Massen m;, i = 1,..., N, Positionen
q e€R3 i=1,...,N und Impulsen p;, i = 1,..., N (d.h. p; = m;q,). Deﬁmere die Hamilton-
Funktion

N (-1

1
H(p,q) = 5p' M 'p +Ulq), VMM, T,
D=3 @ R D ey
wobei M = diag(my,...,my) und v ist die Graviationskonstante. Hier stellt die Hamilton-

Funktion H die Gesamtenergie des Systems dar. Betrachtet man fiir diese Hamilton-Funktion
das System (6.1.4), so ergeben sich die klassischen Newtonschen Bewegungsgleichungen:

q; = 8pi]{:n,l'_lpi
N (-1

! qr —
p;, = —0q4H=—v MMy, (805 — Ons)
= Y =

- =7 Z mfml e 3
an
Z;éz

Ubung 6.4. Zeigen sie: Das System aus Beispiel 6.3 erfiillt neben der bekannten Energieerhal-
tung (siche Ubung 6.6) auch:

(i) Impulserhaltung: P = S p;(t) = const

(ii) Drehimpulserhaltung: L = Zf\il q;(t) X p;(t) = const

6.2 Einfache Invarianten
Wir bezeichnen (fiir hinreichend kleine h) mit ®" den Flup, d.h

" (yo) = ¥ig.yo(to + 1) (6.2.7)
wobei ¢, beliebig ist3. In der Folge werden wir deshalb

to=10

wihlen. Wir bezeichnen t — ®'(yg) auch als (kontinuierliche) Evolution des Startwerte yj.
Entsprechend erhilt man einen numerischen Fluf U": Mit U"(y,) bezeichnen wir die numerische
Approximation y; an ®"(yy), die durch einen Schritt der Linge h eines numerischen Verfahrens
erhalten wird (im konkreten Kontext ist dann immer klar, um welches numerische Verfahren
es sich handelt). Wir nennen h — W"(y,) entsprechend die diskrete Evolution.

Wir nennen eine Funktion I : G — R eine Invariante/erstes Integral des autonomen Systems
(6.1.1), falls t — I(®'(y)) = const fiir jeden Startwert y € G. Es gilt:

2das konnen auch Planeten oder Sterne sein...
3man iiberzeuge sich von dieser Eigenschaft autonomer Systeme
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Satz 6.5. Sei G C R? offen. Sei f € C(G;RY) und I € CYR%R). Dann gilt: 1 ist eine
Invariante fir (6.1.1) genau dann, wenn

VIi(y) - f(ly)=0 y € G. (6.2.8)
Beweis: Ubung. O
Fiir Hamiltonsche Systems ist die Hamilton-Funktion eine Invariante:
Ubung 6.6. Die Hamilton-Funktion H ist eine Invariante des autonomen Systems (6.1.4).

Praktisch wichtig sind lineare und quadratische Invarianten. Wir sagen, dafl I eine lineare bzw.
quadratrische Invariante ist, falls sind von der folgenden Form sind:

Iy) = c'y+yg
1 yT

Iy) = Y Qy+cy+y

fiir geeignete Q € R c € R?, g € R.

Beispiel 6.7. Laut Ubung 6.4 sind die 3 Komponenten des Impulses in Bsp. 6.3 Beispiele
fiir lineare Invarianten, die 3 Komponenten des Drehimpulses in Bsp. 6.3 sind quadratische
Invarianten des Systems. u

Runge-Kutta-Verfahren erhalten lineare Invarianten und kénnen quadratische Invarianten er-
halten:

Satz 6.8. (i) Jedes RK-Verfahren erhdlt lineare Invarianten

(ii) Die Gaufs-Verfahren erhalten quadratische Invarianten.

Beweis: ad (i): Ubung

ad (ii): Die Kernidee wurde bereits in den Ubungen beim Beweis der B-Stabilitit der Gauf-
Verfahren vorgefiihrt. Das s-stufige Gauf-Verfahren ist ein Kollokationsverfahren, d.h. 7 €
(P,)¢ wird so bestimmt, dafl

7' (c;ih) = f(m(c;h)), i=1,...,s und 7(0) = yo (6.2.9)

gilt. Ein Schritt des Verfahrens ist damit gegeben durch y; = 7(1). Fiir quadratische Invarianten
I ist die Funktion ¢ +— d(t) := I(m(t)) ein Polynom vom Grad 2s. Damit ist d’ ein Polynom
vom Grad 2s — 1, welches exakt mit der Gauquadratur integriert wird. Es gilt damit

I(y)) = I(x(1)=d(1) = d(0) +/t:0 d(t)d +Zbd’ ci)

(629 +Zb Vi(r(cih)) - f(r(esh)) = d(0) = 1(x(0)) = I(yo).

(6.2.8)

0

Bemerkung 6.9. RK-Verfahren erhalten typischerweise nicht andere Invarianten (also z.B.
kubische Invarianten). L.a. erhalten RK-Verfahren deshalb nicht die Energie, auch wenn bei
typischen Hamiltonschen Systemen die Energie iiber sehr, sehr lange Zeiten fast erhalten wird.
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6.2.1 Differenzierbarkeitseigenschaften des Flufles

Wir fithren fiir vektorwertige Funktionen g € C'(G;R?) (mit G C R?) die Notation Dy fiir die
Ableitung (“Jacobische”) ein. Dabei ist Dg(y) € R4 mit

(Dg(y))ij = 0;9i(y)-

Weil ®"(yq) = yoy,(h) ist, bedeutet das Differenzieren von ®" nach seinem Argument gerade
das Differenzieren der Losung eines Anfangswertproblems nach seinen Startwerten. Diese Auf-
gabe haben wir bereits in Ubung 1.7 fiir den skalaren Fall betrachtet. Diese Aussage gilt auch
fiir vektorwertige Funktionen:

Lemma 6.10. Es sei t — yoy,(t) Losung des Anfangswertproblems'y = f(y), y(0) = yo.
Dann erfillt die Abbildung W :t — W (t) = Dy,Yo.y,(t) das Anfangswertproblem

= Df(yoy,)W(t), — W(0) =1

Beweis: Wir zeigen hier nicht, da8 yo — yoy,(t) differenzierbar ist—der Beweis funktioniert
genau wie in den Ubungen. Daf8 diese Ableitung dann tatsichlich die angegebene Form hat,
folgt wie im Beweis von Lemma 5.5 durch Differenzieren der ODE nach y, und Vertauschen
der Differentiationen:

9 yosl®) = F(¥oxl0)

W(t) = Dyo%yoyo (t) = Dy, f (Yoo (1) = Df (Y0, (t)) Dye Yoy (t) = Df(Yo.ye(£)) W(2).

Die Anfangsbedingung folgt aus dem Differenzieren (nach y,) der Gleichung yoy,(t0) = yo. O
Wir formulieren diese Aussage noch als Aussage fiir ®":
Korollar 6.11. Sei ®" der Fluf zur ODE 'y’ = f(y). Dann gilt:

Dy (y) = 1+0(h)

0) =1 und W stetig

Beweis: In der Notation von Lemma 6.10 ist Dy, ®"(y) = W (h). Weil W (
=1+0(h). O

differenzierbar ist, gilt W (h) = W(0) + O(h), d.h. D, ®"(y) = W (h)

6.3 Reversible Systeme

Satz 6.12. Sei f (lokal) lipschitzstetig. Dann erfiillt der Fluf8 ®" (fiir hinreichend kleine h) die
Beziehung
"o d" =1d (6.3.10)

Beweis: Ubung. Hinweis: Eindeutigkeit der Losung von Anfangswertproblemen. O

Die Reversibilitdt (“Symmetrie bzgl. Zeitumkehr”) von autonomen Systemen ist eine Eigen-
schaft, die nicht automatisch ins Diskrete vererbt wird. Wir sagen deshalb das ein Einschritt-
verfahren reversibel /symmetrisch ist, falls

U~howh =1d (fiir hinreichend kleine h) (6.3.11)
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Bemerkung 6.13. Praktisch ist es einfach zu testen, ob ein RK-Verfahren symmetrisch /reversibel
ist: man schaut, ob bei Vertauschung vy, < yo und h «<» —h das gleiche Verfahren entsteht. Bei-
spiel: die implizite Mittelpunktsregel (Crank-Nicholson-Verfahren) ist

vi=vo+hf((yo+v1)/2) < vo=wv1—hf((y1+0)/2)

Es gilt allgemeiner

Satz 6.14. Ein s-stufiges RK-Verfahren ist reversibel/symmetrisch, falls gilt:

Go1oisii—j+a; =b;  V1<ij<s (6.3.12)
Beweis: Ubung. O
Korollar 6.15 (Symmetrie der GauB-Verfahren). Die Gaufs-Verfahren sind symmetrisch/reversibel.

Beweis: Ubung. Hinweis: Die GaufBiverfahren sind das Kollokationsverfahren zu den GauB-
punkten. Diese sind symmetrisch bzgl. dem Intervallmittelpunkt 1/2. O

Die Reversibilitdt (6.3.10) kann auch geschrieben werden als
o = (M) (6.3.13)
Dies motiviert, die folgende Definition:

Definition 6.16 (adjungierte Methode). Sei U" die von einem Einschrittverfahren induzierte
diskrete Evolution. Dann ist die adjungierte Evolution (\Ifh)* definiert durch

(e = (o (6.3.14)

Beispiel 6.17. Praktisch ist es einfach, die adjungierte Methode zumindest hinzuschreiben:
man macht die Vertauschungen y; < yo und h < —h. Z.B. ist das implizite Eulerverfahren
gerade das adjungierte zum expliziten Eulerverfahren:

1yo,h——h
y1 =10+ hf(yo) nTR Yo =11 — hf(y)

Die Bezeichnung “adjungiert” suggeriert einige Eigenschaften, die auch von Matrizen (und
allgemeiner linearen Operatoren) gelten. In der Tat:

Satz 6.18. Seien U und W% zwei diskrete Evolutionen, die von Einschrittverfahren herrihren.
Dann gilt (fiir h hinreichend klein):

(i) ((¥h))"
(ii) (U} o Wh)* = (Uh)* o (V)

Beweis: Ubung. O
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Eine Anwendung der adjungierten Methode ist, reversible/symmetrische Verfahren zu konstru-
leren:

Ubung 6.19. Sei " die Evolution, die von einem Einschrittverfahren herrithrt. Dann sind die
Verfahren
U= (UM o Uh  und U = Uho (W)

reversible/symmetrisch. n

Beispiel 6.20. In Ubung 6.19 ergibt sich durch Verkettung zweier Verfahren, die je einen
Schritt der Lénge h machen, ein neues Verfahren, welches einen Schritt der Léange 2k macht.
Man macht deshalb iiblicherweise 2 Schritte der Liange h/2. Z.B. ergibt sich, falls ¥" durch das
explizite Eulerverfahren gegeben ist (nach Beispiel 6.17 ist das zum expliziten Eulerverfahren
adjungierte Verfahren gerade das implizite Eulerverfahren) fiir die Komposition (WU"/2)* o ¥//2:

Y12 = Yo+ h/2f(yo) expl. Euler mit Schrittlinge h/2
o= Y2 +h/2f() impl. Euler mit Schrittlange h/2
— 1 = yo+h/2(f(yo)+ f(y)),

was gerade die implizite Trapezregel ist. Diese ist in der Tat symmetrisch (vgl. Satz 6.18,
Bemerkung 6.13). n

Ein Verfahren, welches sich aus der Verkettung von verschiedenen Verfahren ergibt ist natiirlich
komplizierter zu implementieren. Andererseits kann sich auch die Ordnung erhéhen wie Bei-
spiel 6.20 zeigt: das explizite (und implizite) Eulerverfahren hat Ordnung 1 wihrend die Mit-
telpunktsregel Ordnung 2 hat. Allgemein gilt, dafl reversible/symmetrische Verfahren nur eine
gerade Ordnung haben kénnen (weshalb die Ordnung des in Beispiel 6.20 gerade sein muf, d.h.
mindestens 2):

Satz 6.21. Sei U" die diskrete Evolution zu einem Verfahren der Ordnung p, und es gelte fiir
den Konsistenzfehler

U (yo) — ®"(yo) = C(yo)"™ + O(RP+?), |h| — 0,

fiir eine C*-Funktion yo — C(yo) (beachte: wir verlangen hier, daf h auch negative Werte
annehmen darf). Weiterhin nehmen wir an, daf die diskrete Evolution W" hinreichend glatt ist
Dann gilt fiir den Konsistenzfehler des adjungierten Verfahrens (¥")* mit derselben Konstante

C(yo):
(") (y0) = ®"(yo) = (=1)PC(yo)h**! + O(h"*?).

Insbesondere gilt fir reversible/symmetrische Verfahren, daff p gerade sein muys.

Beweis: Gesucht ist eine Abschétzung fiir
e’ = (‘I’h)*(}’o) - ‘bh(}’o)-

Hierzu betrachten wir (vgl. Fig. 6.3)

e = W@ (yo)) — ©7H@"(y0)) "2 C(P"(y0))(—h)"H! + O(W*?) (6.3.15)
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"¢ VM(2"(y0))

Figur 6.3: Skizze zum Beweis von Satz 6.21.

Weiters ergibt sich nach Definition von (¥")*(yq)
T ((P")* (o)) = Yo
Somit erhalten wir fiir e
e = (2" (yo0)) —
Vor.
= (2" (y0))
= (2" (y0))

= U@ (y)) — WU (y0)) = U@ (o)) — U (D" (yo) + )
- <<I>h<yo>>< R — &7 (B (o) + ) — C(P"(yo) + ) (—h)"H! + O(h"*?)
+O(@M(y o)) (- R — oM@ (o)) — DO (@ (yo))e + O(fle*|?)
—c<<1>h< 0) + ) (—h)"* + O(h?*?)
(14 O(h)er + O(lle"]]?) + C(@" (yo)) (—h)" ' — C(B"(yo) + ) (—h)P*! + O(hP*?)
—(1+O(h)e" + O([[e*]*) + (=1)PC" (@"(yo)) A7 e* + O(h+?)
= —(1+O0(h)e +O(le"]|?) + O(hr*?).

Weil e* = O(h) sein mufl und e = O(hP*™), kann man sich nun durch eine einfache Iteration
davon iiberzeugen? , daf

¢ = —e+ O(W) = —C(8" (30)) (=h)" + O(H*2) = ~Clyn + O(W)(=hY* + O(1*?)
= (1PClh + 0.

Die Aussage, dal die Ordnung fiir symmetrische Vefahren gerade sein mufl folgt nun aus der
Tatsache, dal wegen U" = (Uh)* gelten muf

Clyo)h" = (=1 Clyo)h"*,

des gilt fiir e*:
e* = —e+ O(h)e* + O(|le*||*) + O(hPT?).

fiir, z.B. p = 2 folgt dann aus e = O(hP™2) = O(h?) und e* = O(h), daB ¢* = —e + O(h?). Erneutes Einsetzen
in die Darstellung fiir e* bringt e* = —e + O(h?). Nochmaliges Einsetzen in die Darstellung von e* schlie8lich
e* = —e+ O(h*).
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d.h. p muB gerade sein (oder es tritt der degenerierte Fall auf, da8 C'(yy) = 0). O

6.4 R-Reversible Systeme

Reversibilitat der kontinuierlichen Evolution heifit, daf§ die inverse der Evolution sich gerade
durch Zeitumkehr ergibt: (®")~1 = =",

R-Reversibilitét stellt eine Verallgemeinerung dieser Beobachtung dar. Zur Motivation betrach-
ten wir ein hamiltonsches System von der Form wie sie in Beispiel 6.3 betrachtet wurde.

Beispiel 6.22.

1 _
H(p,q) = 5p' M 'p+ U(q), (6.4.16)

wobei M eine SPD-Matrix ist. Die wesentliche Eigenschaft von H ist, dafl

H(-p,q) = H(p,q) (6.4.17)

Wir betrachten nun die zwei Evolutionen, die im folgenden kommutativen Diagramm darge-
stellt sind (dafBl es sich wirklich um ein kommutatives Diagramm handelt, zeigen wir unten in
Ubung 6.25)

Evolution
(Po.a0) ——= == (p(1), a(t))
von 0 bis ¢
Geschwindigkeitsumkehr l l Geschwindigkeitsumkehr (6.4.18)
Evolution
(=Po, @) ————— (=p(t),q(1))
von 0 bis ¢

Weiters definieren wir die Geschwindigkeitsumkehrfunktion R:

R(p.q) = (-p,q) (6.4.19)

Die Aussage, dafi das Diagramm kommutiert bedeutet, dafl
Rod'=d'oR.

Definition 6.23 (R-reversible Abbildungen). Sei G C R? offen. Sei R : G — G eine bijektive
und lineare Abbildung. Eine bijektive Abbildung ® : G — G (mit G C R?) heifit R-reversibel,
falls

Ro®=0"oR.

Lemma 6.24. Die Evolution ® zur Differentialgleichung y' = f(y) ist R-reversibel fiir alle
hinreichend kleinen t, falls
foR=—Rof.

Beweis: Weil &7 = (®!)~!, miissen wir zeigen:

Rod'=dtoR.
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Wir betrachten nun:

%(Ro (y)) = Rf(D(y) 2 —f(Rod(y))

Damit lésen ¢t — (R o ®')(y) und ¢t — (@' o R)(y) die gleiche ODE®. Weil sie zudem den
gleichen Anfangswert bei t = 0 haben (ndmlich Ry), stimmen sie iiberein. U

Ubung 6.25. Zeigen Sie fiir die Geschwindigkeitsumkehrfunktion R aus (6.4.19) in Beispiel 6.22,
dal foR= —Ro f, wobei f durch die Hamilton-Funktion aus Beispiel 6.22 gegeben ist. Schlie-
Ben Sie mit Lemma 6.24, dafl das Diagramm (6.4.18) kommutativ ist. n

Die Eigenschaft einer kontinuierlichen Evolution R-reversibel zu sein, kann auch ins Diskrete
vererbt werden. Insbesondere gilt, daf reversible/symmetrische RK-Verfahren sogar R-reversibel
sind:

Satz 6.26. Sei das RK-Verfahren symmetrisch und es gelte f o R = —Ro f. Dann ist die vom
RK-Verfahren induzierte diskrete Evolution U" auch R-reversibel.

Beweis: Es ist z.z.: Ro ¥" = (U")~! o R. Die diskrete Evolution ¥" ist symmetrisch, d.h.
U~ = (UM ~1 Damit miissen wir zeigen:

RoU"=0""06R.

Das RK-Verfahren ist definiert durch
i=1
ki = f(y—i—hZaUkj), 7::1,...,8.
j=1
Unter Ausnutzung der Linearitat von R gilt deshalb fiir E, = —Rk;:
EZ' = —Rk‘z = —Rf(y + h Z aijk‘j) Vér f(Ry — h Z aij%j), ’l = 1, e, S
j=1 j=1
Damit folgt fiir (R o ¥")(y)
R(U"(y)) = Ry+h)» bRkj=Ry—h)Y bk
i=1 i=1

Somit erkennen wir, dal RU"(y) = U~"*(Ry), dh. Ro V" =V~"0o R, O

Snémlich 2/ = —f(2)
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6.5 Symplektizitéit

6.5.1 Symplektizitit

Symplektizitit
Auf dem R2¢ betrachten wir die Bilinearform

Beispiel 6.27. Im Fall d = 1 beschreibt w gerade die von den Vektoren £ und 7 eingeschlossene

(orientierte) Fléche:
&1 m _ & m
w(<§2)’(772 ))— §unp + &omn = & M

Fiir den Fall d > 1 stellt die Bilinearform w eine Summe von (orientieren) Flichen von Projek-
tionen auf gewisse 2-dimensionale Unterrdume dar: Fiir p, q, p’,q’ € R? gilt

d d
p p, T/ T/ ! ! | 8% p; ‘
(<q) <q/)) p'd+q'p ;pq piq ;qi o

|
Lemma 6.28 (Eigenschaften von J). Es gilt:

J2 o~ 1 (6.5.21)

JT o= _J (6.5.22)

J' = —J=J" (6.5.23)

Beweis: Ubung. O

Definition 6.29. Eine lineare Abbildung A : R** — R?? heifit symplektisch, falls
w(AE, An) =w(&,n) V& neR¥ (6.5.24)

Aquivalent hierzu ist:
ATJA = (6.5.25)

Ubung 6.30 (symplektische Gruppe). Zeigen Sie, dal die Menge der symplektischen (linea-
ren) Abbildungen R?¢ — R?? eine Gruppe (bzgl. der Verkettung) bilden (die “symplektische
Gruppe”). Zeigen Sie hierzu: (a) I ist symplektisch; (b) falls A nicht injektiv ist, dann kann
es nicht symplektisch sein; (c¢) die Verkettung zweier symplektischer Abbildungen ist wieder
symplektisch. "

Bemerkung 6.31. Die symplektische Gruppe ist die Gruppe der (linearen) Abbildungen, die
die Bilinearform w erhalten. Betrachtet man als Bilinearform das “Standardskalarprodukt”
(+,+)2, so kann man auch nach den linearen Abbildungen A fragen, die dieses erhalten, d.h. fiir
die gilt: (A, An)y = (€,n)s fiir alle Vektoren &, 7. Diese Forderung ist dquivalent zu ATTA = I,
d.h. A muf} orthogonal sein. Die “orthogonale Gruppe” ( = Gruppe der orthogonalen Matrizen)
erhélt somit das Standardskalarprodukt. "
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Auch fiir nichtlineare Abbildungen kann man das Konzept der Symplektizitéit einfithren, indem
man fordert, daf§ “lokal” (“im Kleinen”) die Abbildung symplektisch sei:

Definition 6.32. Sei G C R?? offen. Fine glatte Abbildung ® : G — R?*? heifst symplektisch,
falls fiir jedes y € G die Ableitung (die “Jakobische”) D®(y) € R*¥2? die Bedingung

(D@(y))" J D(y) = J
erfillt. Aquivalent hierzu ist w(D®(y)&, DO(y)n) = w(é,n) fir alle &, n € R*,

Ubung 6.33. Seien ®;, &, : R** — R*® zwei symplektische Abbildungen. Zeigen Sie: Die
Verkettung ®; o &, ist wiederum symplektisch. "

Symplektizitiit ist eine wesentliche Eigenschaft von Hamiltonschen Systemen. Genauer: sei ®"
der FluB, der zu einen Hamiltonschen System gehort. Dann ist fiir jedes h die Abbildung ®”"
eine symplektische Abbildung:

Satz 6.34 (Poincaré, 1899). Sei H € C? und ®" sei der zugehérige Fluf. Dann ist fiir jedes h
(fiir das ®" definiert ist) eine symplektische Abbildung, d.h.

(D®"(y))" TDD"(y) = J.

Beweis von Satz 6.34: Der Beweis der Aussage von Satz 6.34 stiitzt sich auf die Varia-
tionsgleichung fiir W (t) = D®'(y) und die Tatsache, dai die Hessesche Matrix D*H einer
Hamilton-Funktion H eine symmetrische Matrix ist.

1. Schritt: Nach Definition gilt fiir ~ = 0, daB ®°(y) = y. Damit ist D®(y) = I und somit
trivialerweise (D®%(y))"JD® (y) =1J1=J.

2. Schritt: Wir zeigen nun, daf die Abbildung h — (D®"(y))"JD®"(y) konstant ist. Hierzu
beobachten wir, da§ in der Notation von Lemma 6.10 gilt: D®*(y,) = W (t). Damit folgt aus
Lemma 6.10 fiir beliebiges aber festes yy:

(D (y))TDI (yo) = CW(TIW () = (W(0) W (1) + W(1) T IW()
W(t)T(DF(y(8) T IW(e) + W(t)TIDf(y (£)W (1)

= W (D*H(y®)"J TIJW @)+ W) JJ 'D*H(y)W ().
Nutzt man nun aus, da D>H symmetrisch ist und da8 J~T.J = —1, so folgt

(DB () TID (y0) = WD) [T+ T (1) =0,

|

Satz 6.34 zeigt, daB ein hamiltonsches System einen symplektischen Fluf8 ®" erzeugt. In der
Tat gilt auch eine Umkehrung, d.h. Symplektizitat eines Flusses ist ein Charakteristikum von
hamiltonschen Systemen:

Satz 6.35. Sei G C R?? konvea® und f : G — R?? stetig. Dann ist der zugehirige Flufi ®"
symplektisch genau dann wenn f = J-'VH fiir ein H € C*(G;R).

Ssternformig reicht
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Beweis: Satz 6.34 gibt die eine Richtung: Falls f = J !V H, dann ist der erzeugte Fluf
symplektisch. Fiir die Umkehrung betrachten wir die Funktion W (t) = D, ®'(y). Dann lost W
das Anfangswertproblem

W'(t) = Df (@' (y))W (1),  W(0)=1.
Weil nach Voraussetzung fiir jedes feste ¢ die Abbildung y +— ®'(y) symplektisch ist, gilt
W) JW(t) = J.
Insbesondere ist die Abbildung ¢ — W ()" JW (t) konstant. Daher:

0 — % (W@ TIW (@) = WO TIW () + W) IW' (1)
= W) (Df(@'(y)) W () + W(t) JDF(P'(y))W(t)
Wegen W (0) =1 und ®°(y) = y schlieBen wir damit insbesondere

(Df(y))"J+ JDf(y) =0.

Wegen J = —J T folgt schlieBlich

(JDf(y))" = JDf(y).

Weil JDf(y) = D(J f(y)), schlieBen wir, dafl D.J f(y) symmetrisch ist, d.h. Lemma 6.36 liefert,
dafl Jf = VH fiir eine geeignete skalare Funktion H. O

Lemma 6.36 (integrability lemma). Sei G C R? offen und konvexr” und f € C'(G;R?). Sei
Df(y) eine symmetrische Matriz fir jedes y € G. Dann existiert ein H € C?(G;R) mit
f=VH.

Beweis: OBdA sei G sternférmig bzgl. 0. Dann definieren wir fiir y € G:

Hy) = [ () -y

und rechnen (die Symmetrievoraussetzung impliziert o f; = 0; fx)
1 1
hH(y) = / o fi(ty)yi + filty) dt = / > 10 fi(ty)yi + fiulty) di
=0 =0

= /t 4 (tfe(ty)) dt = fi(y).

o dt

Tsternformig reicht
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6.5.2 symplektische Integratoren

Wir haben gesehen, daf§ Symplektizitat des erzeugten Flusses eine (charakterisierende) Eigen-
schaften von Hamiltonschen Systemen ist. Symplektische Integratoren erhalten diese Eigen-
schaft, d.h. die diskrete Evolution ist wiederum eine symplektische:

Definition 6.37 (symplektische Einschrittverfahren). Fin Einschrittverfahren heifit syplek-
tisch, wenn es, angewendet auf die hamiltonsche Differentialgleichung (6.1.4) eine konsistente

Evolution U" erzeugt, so daf fiir alle kompakten Mengen K C G und alle hinreichend kleinen
h die Abbildung K >y — U (y) symplektisch ist, d.h.

DU"y)"JDV"(y)=J VyeK.

Beispiel 6.38. Die implizite Mittelpunktsregel fiithrt auf einen symplektischen Integrator, wie
implizites Differenzieren zeigt.
1. Schritt: Fiir symmetrische Matrizen M und « € R hinreichend klein gilt:

(I+aJ M) " J (1+a)'M) = (I—aJ'M) " J (1—aJ'M), (6.5.26)
denn die linke Seite von (6.5.26) ist eine symmetrische Funktion von «: hierzu rechnen wir
(Lemma 6.28 impliziert J~" = J und J? = —1)

(I+aJ'M) " J(+aJ'M) = J+1aJJ "M +aM"J " J+a®M J TJJ'M
= J+aM+aM" PP +a’M'J M
= J+a*M"IM = J+ (—a)’M"JM = - -
= (I—aJ'M)" J(I—aJ ' M).
2. Schritt: Wir bezeichnen mit D?H die Hessesche Matrix von H, d.h.
(D2H)2d (8i8jH)2d

=1 = i,j=1

wobei wir der Einfachheit halber die Variablen (p,q) von 1 bis 2d durchnummeriert haben.
Wir bemerken, da§ D?H eine symmetrische Matrix ist.
Esist f = J 'V H und damit (man bestéitige dies!)

Df(y)=J 'DVH(p,q)=J 'D’H(p,q), y=(p,q).

Die implizite Mittelpunktsregel ist y; = yo + hf((yo + y1)/2), so daB sich fiir ¥"(yy) = y;
durch (implizite) Differentiation nach yq ergibt:

(I+D%"(y0)) .

N —

DV"(yo) =1+hDf((yo + y1)/2)

oder, nach DU"(y,) aufgeldst (mit z = £ (yo +y1))

DU"(yy) = <I—%th(z)) B <I+%Df(z)) .

3. Schritt: Es ist zu zeigen:
D‘I’h(Yo)TJD‘I’h(YO) =J
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Setzen wir M = D?H(z), so ist dies dquivalent zu
1 —T 1 —1 -T 1 -1
(I _§hM) J (I _§hM) = (I—I— hM) J (I—|—§hM) ,
1 1\ 1, \'
— I—§hM J I—§hM = ([+=AM | J I+§hM ,
1 ! 1 1 ! 1
— I—§hM J I_ihM = I+§hM J I+§hM ,

was aber aus dem 1. Schritt folgt, weil M symmetrisch ist. .

1
2
1
2

Die implizite Mittelpunktsregel ist gerade das einstufige Gaufiverfahren. In der Tat sind alle
GauBverfahren symplektisch:

Satz 6.39. Alle Runge-Kutta-Verfahren, die quadratische Invarianten erhalten, sind symplek-
tisch. Insbesondere sind die Gauf-Verfahren symplektisch, d.h. die Folge (yi)i_, die durch das
Gauf-Verfahren entsteht, erfiillt

(Dyoyi) " JDyyr =J  Vke{0,...,N}.

Ubung 6.40. Die Symplektizitit eines Einschrittverfahrens bezieht sich auf einen Schritt:
Es gilt fir y; = U"(yq), daB (Dy,y1)"J(Dy,y1) = J. Ein Einschrittverfahren erzeugt eine
Folge (yx)k, bei denen die Folgenglieder y; implizit vom Startwert yo abhéngen. Zeigen Sie:
(DyOYk)TJ(Dyo)Yk =J =

Bevor wir Satz 6.39 beweisen, bendtigen wir ein Lemma:

Lemma 6.41. Betrachte die Anwendung eine RK-Verfahrens auf die beiden AWP

y' =fly),  vy(0)=yo, (6.5.27)

und
y = f(y). y(0) = yo, (6.5.28a)
W' = Df(y)W, W(0)=I. (6.5.28)

Seien (yr)h_o und (Yi, Wi)n_, die beiden Folgen, die durch Einsatz (des gleichen) RK-Verfahrens
fiir die AWP (6.5.27) und (6.5.28) entstehen. Dabei sind die yy, yr und Wy Funktionen des
Anfangsdatums yo. Dann gilt:

?k = Yk Vk‘G{l,...,N},
We = Dyye Vkef{l,... N}

Beweis: Man kann die Aussage von Lemma 6.41 auch als kommutatives Diagramm schreiben:

y' = f(y),y(0)=yo R Wy::fo( gsz)’W,Y((;/)V(:O;O:I

RK—Verfahrenl lRK—Verfahren

Wy:=D.
Rt ULt (v W),

(6.5.29)

(Yk){fvzo
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Die allgemeinere Aussage zeigen wir lediglich fiir das explizite Eulerverfahren—der allg. Fall
basiert auf implizitem Differenzieren der RK-Inkrementfunktion.
Das explizite Eulerverfahren fiir (6.5.27) liefert

Yier1 = Yi + hf(ye) = Dy Yit+1 = Dy yi + hD f(yi) Dy ¥

Damit erfiillen die beiden Folgen (yi, Dy,y&)r-, die Rekurrenzrelationen

Yer1 = Yet+thf(ye),  Yo=Yo (6.5.30a)
DYOyk—l-l = DYOyk + th(yk>DYOyk7 DYOyO =1 (6530b)
Andererseits liefert das explizite Eulerverfahren fiir das System (6.5.28)
Yir1 = Ye+hf(¥r), Yo =Yo (6.5.31a)
Wi = Wi+ th(?k)Wk, Wo=1. (6531b)

Wir erkennen, daf die Folgen (yy, Dy, i) o und (Y&, Wi)i_, dieselbe Rekurrenzrelation erfiillen.
Damit gilt y;, =y, und Dy, y, = W, fir k=0,...,N. O

Beweis von Satz 6.39: Sei ®" die (kontinuierliche) Evolution fiir das hamiltonsche System

y'=fly)=J"'"VH(y),  y(0)=yo
wobei wir y = (p, q) setzen. Weil die Evolution symplektisch ist, gilt

J = (Dyy ! (¥0)) I (Dy @' (y5)) = W (1) TW (1), (65.32)
wobei W : t — D®'(y) die Losung der Variationsgleichung
W'(t) = Df(®'(y))W(t), W(0)=1. (6.5.33)

ist. Wir zeigen nun, daB fiir y; und y, gilt:
(D}'OY1)TJ(D}'OY1) =J

In Hinblick auf das kommutative Diagramm (6.5.29) betrachten wir das erweiterte System

(o) =() (o) =(%) 6538

wobei die “Zustinde” (y,W) € R? x R¥4 Lemma 6.41 (sieche das kommutative Diagramm
(6.5.29)) besagt, daB ein Schritt des RK-Verfahrens angewandt auf das erweiterte System
(6.5.34) ein (yy, Wy) liefert, wobei y; mit dem y; iibereinstimmt, welches durch Anwenden
des RK-Verfahrens auf y’ = f(y) entsteht und W, = Dy, y;.

Auf dem Raum R? x R%*¢ definieren wir die quadratische Form

I((y,W)) == WTJW.

Wegen (6.5.32) wissen wir, dafi das so definierte I eine Invariante des erweiterten Systems
(6.5.34) ist. Damit ist

J = 1(yo, Wo) = I(y1,W1) = W' JWy = (Dy,y1) " J Dy,y1,
was zu zeigen war. O

Weitere wichtige symplektische Integratoren sind das symplektische Eulerverfahren (1. Ord-
nung) sowie das Stormer-Verlet-Verfahren (2. Ordnung).
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Ubung 6.42. Zeigen Sie, daB das die beiden symplektischen Eulerverfahren

pir1 = Pi—hVaH(pit1,q) (6.5.35a)

i1 = G +hVpH(pit1,4) (6.5.35b)
sowie

Piv1 = Di— hVqH (i, ¢it1) (6.5.36a)

Giv1 = @+ hva(pz', Qi+1) (6.5.36Db)
symplektisch und von 1. Ordnung sind. "

Ubung 6.43. Die Stormer-Verlet-Verfahren sind definiert als

h
Dit12 = Di — §VqH(Pi+1/2, ) (6.5.37a)
h
Giv1 = G+ 5 (VoH (pis1/2:6) + Vo H (pis1/2, giv1)) (6.5.37b)
h
Pit1 = Dit1/2 — §qu(pi+1/27 Qi+1) (6-5~37C)
sowie
h
Giv12 = ¢+ §va(pi7 Qi+1/2) (6.5.38a)
h
Piv1 = Pi— 5 (VqH(pzw Qi+1/2) + qu(pi+17 Qi+1/2>) (6-5-38b)
h
div1 = Qit1/2 — §qu(pi+17 Qi+l/2) (6-5386)

Zeigen Sie, dal die beiden Stormer-Verlet-Verfahren (a) symplektisch und (b) symmetrisch
sind. Schliefen Sie, dafi die Verfahren von der Ordnung 2 sind. Hinweis: fiir die Symplektizitét
reicht es zu sehen, daf die Verfahren durch Verkettung des symplektischen Eulerverfahrens (mit
Schrittweite h/2) entstehen. n

6.5.3 Splitting-Methoden

Eine wichtige Klasse von Integratoren entsteht durch “Splitting-Methoden”. Wir betrachten
das System

y' = fly) = M)+ By);
hier ist das “Splitting” f = 1 + f[2 beliebig gewithlt. Nehmen wir nun an, daB es so gewéhlt

ist, daB die Evolutionen ®; und ®,, die zu den ODEs y’ = fl(y) und y’ = f¥(y) gehoren,
bekannt sind. Dann kann eine diskrete Evolution W” fiir das Gesamtsystem definiert werden als

Ul (y) = oo Ph oder seine adjungierte Version (Ul ) (y) = Lo d?  (6.5.39)
In der Literatur ist dieses Splitting als Lie- Trotter-Splitting bekannt. Es ist von erster Ordnung;:

Ubung 6.44. Zeigen Sie: Fiir glatte f, fI, f& ist das Lie-Trotter-Splitting ein Verfahren
erster Ordnung, d.h. der Konsistenzfehler ®"(yo) — @ ,.(yo) = ®"(yo) — ®F 0 ®l(yo) = O(h?). m
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Ubung 6.45. In der Definition (6.5.39) ist die Aussage (®} o (IDZ)* = ®h o &) versteckt. Zeigen
Sie dies mithilfe von Satz 6.12.

Beispiel 6.46. Die Motivation fiir die Splitting-Methoden ergibt sich z.B. aus “separierten”
Hamiltonschen Systemen, d.h. H hat die Form einer Summe von Funktionen, die lediglich von
p und q abhéngen:

H(p,q) =T(p) +Ul(q)

Dann hat f die Form

o ( —vaegl ) _ ( —V(I)J(q) ) N ( VTO(p) ) . gl g2

Ausgeschrieben sind die Differentialgleichungen fiir die Evolutionen ®; und ®, damit

plt ’: —VU(q!") p2 ’: 0
ql! 0 ’ q? VT (p?) )
mit Losungen

—tVU(qo) Po
(I)t — Po t ) q)t — (
1(p07 qO) < Qo ) 2(p07 qO) Po + tVT(p(])

Eine einfache Rechnung (Ubung!) zeigt, da die Evolutionen ®% und ®4 symplektisch sind, d.h.

T T
(D(po,QO)(I)?(pOa qO)) JD(poﬂo)(I)?(pOa qO) =J, (D(poﬂo)q)g(pm qO)) JD(DOAO)(I)g(pOa qO) =J

Damit ist nach Ubung 6.33 auch W" . eine symplektische (diskrete) Evolution. .

Das Lie-Trotter-Splitting ist nur von erster Ordnung (vgl. Ubung 6.44). Ofter verwendet wird
das sog. Strang-Splitting, welches eine der beiden folgenden Formen hat:

Ut =020l odl?  oder Uk =0"?odlod!? (6.5.40)

Der Grund fiir die Popularitéit des Strang-Splittings ist, daf§ ein symmetrisches Verfahren ist
(und damit 2. Ordnung ist!), wiahrend das Lie-Trotter-Splitting lediglich erster Ordnung ist.

Satz 6.47. Das Strang-Splitting ist symmetrisch und von Ordnung 2.

Beweis: Ubung. Uberlegen Sie sich, daf§ das Strang-Splitting sich als (\I/%? ) o (\IIFLL/T2 ) schreiben

1aBt. 0

Die Bedeutung der Splittings von Lie-Trotter und vor allem ds Strang-Splitting ergibt sich
aus der Tatsache, daf einige Eigenschaften der Evolutionen ®; und ®, sich auf die diskreten
Evolutionen W%, W% iibertragen:

Satz 6.48. Habe die Hamilton-Funktion wie in Beispiel 6.46 separierte Struktur. Dann sind
die diskreten Evolutionen W% und W symplektisch.

Beweis: Die Symplektizitit der Lie-Trotter-Splittings ¥, und (¥%,)* wurde bereits in Bei-
spiel 6.46 nachgerechnet. Da W% = \II}LL?FZ o(\If}Llé2 )*, ist es als Verkettung symplektischer Abbildung

ebenfalls symplektisch. O
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6.5.4 partitionierte RK-Verfahren

Hamiltonsche Systeme sind ODEs von der folgenden Form:

P = fo(p,a) (6.5.41a)
d = fq(p,a), (6.5.41b)

wobei hier f, und fq : G — R? einfach zwei Funktionen sind (nicht zu verwechseln mit der
Ableitung!).

Die spezielle Struktur von ODEs der Form (6.5.41) suggeriert den Einsatz von speziellen RK-
Verfahren, den sog. partitionierten RK-Verfahren:

Definition 6.49 (partitionierte RK-Verfahren). Seien zwei s-stufige RK-Verfahren mit Butcher-
Tableaus
cP ‘ AP c? ‘ Al
| ()" | (b7)7

gegeben. Ein Schritt eines s-stufigen partitionierten RK-Verfahrens fiir das Hamiltonsche Sy-
stem (6.1.4) ist definiert durch

pi=po+hd VK, q =qo+th3k:;f,
j:

J=1

wobei die Stufen k‘f und k? definiert sind als Losungen der Gleichungssysteme

K= fp(p0+hz Zkf,quthafjkj i=1,...,s
K = fqpo—l—hZaf]kf,qothZafjk? i=1,...,s.

Beispiel 6.50 (symplektisches Eulerverfahren). Das einfachste partitionierte RK-Verfahren ist
das symplektische Eulerverfahren der Ordnung 1 aus Ubung 6.42. Es hat die Butchertableaus

(6.5.42)

Beispiel 6.51 (Stormer-Verlet-Verfahren). Das bekannteste partitionierte RK-Verfahren ist
das Stormer-Verlet-Verfahren der Ordnung 2 aus Ubung 6.43. Es hat die Butchertableaus

0] 0 0 1/2]1/2 0
1/2 1/2 1/211/2 0 (6.5.43)
11/2 1/2 11/2 1/2
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6.5.5 Langzeitverhalten symplektischer Integratoren

Eine wichtige Anwendung von symplektischen Integratoren sind Langzeitintegrationen (z.B.
in der Himmelsmechanik, in der Molekiildynamik). Hier ist man daran interessiert, dafl die
Hamilton-Funktion (in den genannten Beispielen ist das Gesamtenergie des Systems) (nahezu)
erhalten bleibt. Wie wir in den Beispielen 6.1, 6.2 gesehen haben, ist dies nicht automatisch
erfiillt.

Die Hamilton-Funktion ist eine Invariante des Systems, die oft nicht erhalten werden kann (zur
Erinnerung: Gauf-Verfahren z.B. erhalten nur quadratische Invarianten). Symplektische Inte-
gratoren (wie z.B. die Gau-Verfahren) haben jedoch eine besondere Eigenschaft: Sie erhalten
den Wert der Hamilton-Funktion nahezu iiber sehr lange Zeiten (d.h. viele Zeitschritte). Bevor
wir das als Satz formulieren, motivieren wir dieses Verhalten mit einem Ubungsbeispiel:

Ubung 6.52. Betrachte das Hamiltonsche System

<Z)/:J_1VH(p,q), H(p,q)Z%(szrf) =%<§)TI<§)-

Es gilt bekanntlich fiir die Losung: H(p(t),q(t)) = H(p(0), ¢(0)) fur alle ¢.

Sei (pn, ¢n)22, die Folge, die durch Anwenden des symplektischen Eulerverfahrens (6.5.35) mit
(konstanter) Schrittweite h entsteht. Zeigen Sie: Hy(pn,qn) = Hn(po, qo) fiir alle n, wobei die
gestorte Hamilton-Funktion die folgende Form hat:

Hh(p,q)I%(Z)T(_lgh _%h)<g)

M.a.W.: wihrend H eine Invariante des kontinuierlichen hamiltonschen Systems ist, ist Hj, eine
Invariante der diskreten Evolution. Wir beobachten weiter:

|H (p,q) — Hu(p, q)| = O(h),
was gerade die Ordnung des symplektischen Eulerverfahrens ist. "

Ubung 6.52 zeigt, daB der symplektische Euler zwar nicht die Hamilton-Funktion H erhélt,
aber eine Hamilton-Funktion, die nur O(h) von H entfernt ist. Dies ist durchaus typisch, wie
der folgende Satz zeigt:

Satz 6.53. Sei die Hamilton-Funktion H € C*(G;R). Es werde ein symplektisches RK-
Verfahren (oder partitioniertes RK-Verfahren) der Ordnung p verwendet und eine konstante
Schrittweite h.

Es mdgen die Iterierten (p;,q;), i = 0,..., in einer kompakten Menge K CC G bleiben. Dann
ezistiert fir jedes m € N Konstanten C,,, C! > 0 und eine Funktion H,, € C*(G;R) so daff
fur alle t; = ih mit t; < C,h™™ gilt:

| H o (piy @) — Him(po, @0)|
‘H(Poﬂo) - Hm(poaq()ﬂ

Beweis: Siehe Literatur. Es ist hervorzuheben, daf§ im Fall von analytischem H die Aussage
verschirft werden kann: die (faktische) Erhaltung der Hamilton-Funktion gilt fiir ¢; mit t; < e¥/"
fiir ein v > 0, welches nicht von h abhéangt.

Ctih™,

<
< Cph*.

O
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