Wirmeleitungsgleichung

® U — Uypy = f auf 2 = (0,1), u(0) =u(l) =0
e Semidiskretisierung im Ort mit FEM — ODE-System Mu’ + Au = f

e Zeitdiskretisierung:

expliziter Euler M (u" —u") + kAu" = kf(t,,)
impliziter Euler M (u"™ —u") + kAu" ™ = kf(t,41)
k
Crank-Nicholson M (u"t —u") + 5 (Au” + Au"t) = kf(t,41/2)
oder, in “expliziter” Form: u"*t! = Pu” + - - - wobei
Peopy = M H(Id—kA)
Pimpl — (M + kA)_l M

—1
P — (e a) (- a)



Analyse von P in u"*t! = Pu"™ 4 - -

stabil: [|[P]| <1 in geeigneter Norm.
[dee: Fiir ||P|| <1 in irgendeiner Norm muf p(P) < 1 sein.

Spektrum des verallg. EWP:

o :={A|Ix #0: Ax = \Mx}

Name P o(P) p(P) stabil?
Py M~ (Id —kA) {1 —kX|X€ao} | |1 —KkXnaz falls k < 12—
1
—1 ..
Pipl (M+EkA) M {7z A€o} TS <1 | firallek >0
L —1 L 1—k/2)\ 1 — k:>\max/2 ..
Pey | (M+£2A) (M — £A) {7 | A € o} n kAmax/2§ fiir alle K > 0O
Zusammenfassung:

beim expliziten Eulerverfahren gibt es eine Schrittweitenbeschrankung fiir
Stabilitdat, beim impliziten Eulerverfahren und beim Crank-Nicholson-Verfahren

nicht.
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1D Wirmeleitungsgleichung: uwg =1, f =0

 expliziter Euler, k = 2'0010‘max' h=0.015625 _sexpliziter Euler, k = 1.999/}\max, h=0.015625
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1D Wirmeleitungsgleichung: Konvergenzbetrachtungen fiir u(x,t) = e ‘(1 — x)

0 Waermeleitungsgleichung, u = exp(-t)*x(1-x) 10° Wgerrhel‘eit‘u‘n‘g‘sgleichuhg, ‘u : ?XP‘(ft‘)*X(l_X‘)
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Verfahren stabil? Fehler
(falls alles gut geht)

impl. Euler ja, fur alle £ > 0 O(k + h?)

expl. Euler | falls & < 2/Aae &~ Ch? O(k + h?)
Crank-Nicholson ja, fiir alle & > 0 O(k* + h?)

e schr restriktive Schrittweitenbeschrankung (bei expl. Verfahren)

e “hit or miss” bei expl. Vert.: A4z 1st in der Praxis nicht einfach bestimmbar



