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6 Differenzenverfahren fiir elliptische PDE

Sei 2 € R? ein beschriinktes Gebiet. Die Aufgabe lautet nun:

Finde u € C?(2) N C(£), sodass
Lu:=—-Au+blz) - Vu+c(z) u= f(z), Ve e (6.1)
u(z) =0, V€ oN.
Hier sind b, ¢, f gegebene glatte Funktionen. Wir machen die Generalvoraussetzung

¢ >0 auf Q. (6.2)

Die Poisson-Gleichung ist gegeben durch (Au)(z) = 0fu(z) + 03u(x) + ... + O%u(x).

6.1 Maximumsprinzip

Satz 6.1 (Schwaches Maximumprinzip)
Seiu € C%(Q) N C(Q) mit Lu <0 auf Q. Dann gilt:

(i) falls ¢ =0, dann ist maxu(xr) = max u(z)
€N €N

(i) falls ¢ > 0, dann ist maxu(z) < max ut(z) mit ut(z) := max{u(zx),0}.
e Te

Beweis: ad(i) Der Beweis wird in 2 Schritten gefiihrt:
1. Schritt: Sei Lu < 0 auf €. Angenommen es existiert ein xg € 2 mit

u(zg) = r;le?g(u(a:)

Dann ist Vu(zg) = 0 und die Hess’sche Matrix H der 2. Ableitungen ist symmetrisch und
negativ semidefinit. Insbesondere ist 9?u(z¢) <0, Vi = 1,...,d und damit Au(zp) < 0. Also
ergibt sich der Widerspruch

0> (Lu)(zo) = —Au(wg) + b(xg) - Vu(xg) —I—i@ u(xg) > 0.
>0 =0 =0

2. Schritt: Sei Lu < 0 auf Q. Sei ¢ eine Funktion mit
o ¢ >0 aufQ
e Lo <0 auf Q.
So eine Funktion kann mit dem Ansatz (21, ..., 4) = ! konstruiert werden. Damit ist
Lo = —\2e " + (b(z)er) e,

wobei e; = (1,0,... ,O)T. Weil © beschrankt ist, ergibt sich ¢ mit den gewiinschten Eigen-
schaften fiir A hinreichend grof}. Fiir jedes ¢ > 0 gilt dann L(u+4ep) = Lu +eLp < eLp < 0.
<0

S Iggg(U(w) +ep(e)) = max(u(z) + ep(2)).
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Fii 0 folgt somit, d _ .
iir e — 0 folgt somit, dass r;leaé((u(x)) Tné%é(u(a:))

ad(ii): Sei Q" = {z € Q | u(z) > 0}. Dann gilt fiir den Operator L definiert durch
Lu := —Au + bVu, dass Lu = Lu — cu < —cu < 0 auf QT. Nach (i) folgt also fiir QT # 0,
dass

u(x)<0 fir
$€Q\Q+ (’L)
maxu(z) <  maxu(r) = max u(z) < max u <
e zeQt €N+ redN+
<max{0, max u'} < maxu’.
(z€0Q2TNONY) €00
Falls QT = (0, dann ist maxu < max u™ trivialerweise erfiillt. ]
€N €N

Korollar 6.2 (Vergleichsprinzip) Seien u,v € C?(2) N C(Q) mit
o Lu< Lv auf Q
o u <w auf 0N

Dann ist u < v auf Q.
Beweis: Ubung (Wende Satz 6.1 auf v — v an.) O

Korollar 6.3 (Stabilitat in || - ||c) Es existiert eine Konstante C' > 0 sodass fiir jedes
u € CHQ)NC(Q) gilt:

lulle@) < llulle@a) + CllLulle@)

Beweis: Sei ¢ > 0 mit Ly < —1 auf Q. (Dass so eine Funktion ¢ existiert, sieht man aus
dem Beweis von Satz 6.1.) Definiere die Funktion

u® = u + || Lu| o).

Dann ist Lu®* = +Lu + ||Lu||C(Q)L<p < +Lu-— ||Lu||C(Q) <0 auf Q.

Satz 6.1 + +
< < + L 5 a) <
= maxu™ < maxu™ < I%%X( u) + [|Lullo@llello@) <
< I%%X(iu) + Cl[Lulleqy < lullc@a) + CllLullc@)
Wegen +u = u* — || Lul|o(qyp < v folgt also [[ullc@) < [lulle@e) + CllLullog- O

Korollar 6.3 impliziert die Eindeutigkeit der Losung von Lu = f auf Q, u = g auf 99 fiir
gegebenen Funktionen f und g. Der Beweis davon wird dem Leser iiberlassen. Die Existenz
einer Losung von (6.1) ist jedoch noch nicht gesichert. Hierzu benétigt man typischerweise
Regularitit von 02 und f.



6.2 Differenzenverfahren

6.2 Differenzenverfahren

Differenzenverfahren sind die einfachsten numerischen Verfahren zur Losung von Differen-
tialgleichungen. Dabei wird zunédchst das Gebiet, fiir das die Gleichung gelten soll, in eine
endliche Zahl von Gitterpunkten zerlegt. Dies geschieht meist durch ein Gitter von senkrecht
aufeinander stehenden Linien, den Gitterpunkten entsprechen dann die Kreuzungspunkte.
Die Ableitungen an den Gitterpunkten werden dann durch Differenzen approximiert. Die
partiellen Differentialgleichungen werden so in ein System von Differenzengleichungen um-
formuliert und mittels verschiedener Algorithmen entweder implizit oder explizit gelGst.

Betrachte das Modellproblem
Finde u € C*(Q) N C(Q), sodass — Au = f auf Q = (0,1)%, u = 0 auf 9Q (6.3)
fiir gegebenes f € C(Q).

6.2.1 Diskretisierung

Der Einfachheit halber wird ein uniformes Gitter x;; := (x;, ;) verwendet, wobei x; = ih,
1 =0,...,n, nGNundh:%.

>
ih

Abbildung 6.1: Ausschnitt eines Gitters mit Gitterpunkt x;;

Wir definieren weiters
o Oy = {z;; | 0<4,j <n}= Menge aller Gitterpunkte
o O :={xz;; | 1 <4i,j <n—1} = Menge der inneren Gitterpunkte
o 90y, =y \ Q, = Menge der Gitterpunkte am Rand

Die Gitterfunktionen u : Q) — R sind Abbildungen, die auf dem Gitter definiert sind. Wir
verwenden austauschbar die Notation u?j = ul(zyy) fiir 25 € Q.

Weil im 1D (also im Eindimensionalen)

noy o Ju@+h) —u(lr) wul@)—uwz-h)] 1 1
u'(x) = 3 - - 5= ﬁ(—2u(m)—u(ac—h)—u(x+h))

ist, ist eine Approxmitaon an —Au(z;;) durch

—Au(xij) ~ % (4u(acij) — u(xi_l,j) — ’U,(.Ti_;,_l’j) — u(xm-_l) - u(xi7j+1))
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gegeben. Zur Diskretisierung von L = —A verwenden wir deshalb

h h h h h
4uij T Ui T W1 T Y1 T U
n2

(Lhuh)ij = firi,j=1,...,n—1.

Diese Diskretisierung von —A = —9? — 93 verwendet also jeweils die unmittelbar benach-
barten Gitterpunkte von x;; und wird kurz als sogenannter Differenzenstern notiert, vgl.
Abbildung 6.2.

Xjj+1 -1
L ]
1
i3
4
Xi1j ® % ® Xj+1 -1e ® —1
[ ]
Xij1 -1

Abbildung 6.2: z;; mit seinen unmittelbaren Nachbarn (links) und der dazugehérige Dif-
ferenzenstern (rechts)

Damit ergibt sich als Differenzenverfahren fiir (6.3)

Finde cine Gitterfunktion u” : Q;, — R, sodass
Lyu(zij) = fij := f(zij), wij € Qn (6.4)
Rhuh(ﬂjij) =0 V Tij € a0y,

wobei Rpul(z;;) := u'(25)

(6.4) lisst sich als LGS fiir die Funktionswerte uf] in den inneren Gitterpunkten schreiben
und man erhilt eine Lésung der Form

Aju=f (6.5)

wobei (I =1d,_1)

T I
-I T -I
1 . . .
A, = = S c R(—1)*x(n-1)? (6.6)
. -1
-I T
mit
4 -1
-1 4 -1
T = : * . : * . ..- 6 R(n_l)x(n_l) (6.7)
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Dabei haben wir die Randbedingung uh(xij) = 0 fur z;; € 08, explizit berticksichtigt und die
,Doppelindizes® (i, j) durch ,lezikographische“ Nummerierung (,,zeilenweise“) in Einfachindi-
zes umgewandelt, d.h. die Anordnung ist (1,1), (1,2), (1,3),..., (I,n—1), (2,1), (2,2),...,
(2,m—1),.... In der rechten Graphik von Abb. 6.3 ist nochmals ein Gitter zu sehen, in dem
beispielhaft einige Indizes eingetragen sind.

Zum Messen der Konsistenz definieren wir die Funktionen

It

A
P

e DU
A
NP,

(2,1)

(1,1) |(1,2)

0.0

Abbildung 6.3: Links im Bild ist wieder ein uniformes Gitter dargestellt, rechts ist ein
Gitter mit einigen beispielhaft eingetragenen Doppelindizes zu sehen

[-]n: C(Q) — Gitterfunktion auf
w ([ulp)(wif) = u(zij) Y @iy € Qp

[L -] C*(Q)NC(Q) — Gitterfunktion auf Qp,
wi— ([Luln) (i) = (Lu)(zij) V@i € D,

[R5 : C(Q) — Gitterfunktion auf OSY,
u i ([Rulp)(wij) = u(zij) Vi € Oy,

Wir definieren nun den Konsistenzfehler wieder durch die Vorschrift “Einsetzen der exakten
Losung in das numerische Verfahren”:

7(h) = [ Lnluln — [Lulnlloo + | Br(fuln) — [Rulnlloc = [I[Lu]n — Ln[ulallco
Lemma 6.4 (Konsistenz) Sei u € C*(Q). Dann gilt:

|[Lulh — Lnulalloe < Ch® max || D%ul|¢(q)

la
Beweis: Taylorentwicklung um jeden Gitterpunkt z;; € Qy O

Sei u eine Losung von (6.3) und u” eine Losung von (6.4). Aus dem Satz 5.17 ,,Stabilitéit +
Konsistenz = Konvergenz* folgt dann fiir den Fehler [u];, — u”

[|[u]n — uhHoo < Ch?, falls u € C4(Q) und ||A,:1||OQ <C

fiir C' > 0 unabhéngig von h.
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Um ||A;} |oo < C zu zeigen, kann man entweder versuchen A, ' auszurechnen, was auf die
,diskrete Green’sche Funktion“ fithren wiirde, oder man verwendet das Maximumsprinzip,
was wir im Folgenden tun werden.

Lemma 6.5 (diskretes Mazimumsprinzip)
Sei u" . Qp — R eine Gitterfunktion mit (Lhuh)(xij) <0V zi; € Q. Dann gilt:

h h
max u (x;;) < max u (T;;
ax. (@ij) S  nax (wij)

h

Beweis: Angenommen u" nimmt sein Maximum in z;; € Qp an. Sei z}; € €, oBdA so,

ij
: : 5 * * * * : h(z.. h (%

dass ein unmittelbarer Nachbar z;; € {xFLj, T T xi,jH} mit u”(Z;5) < u (x”)

existiert. Dann erhélt man den Widerspruch

h * hy, * hy, * * hy, * h, %
0> h*(Lyu )(27;) = 4u"(z35) —u" (27 ;) — Uh(xiﬂ,j) —u'(z] ;o) —u' (2] j41) >0

O
Satz 6.6 (diskretes Vergleichsprinzip) Seien u”, v Gitterfunktionen mit
o Lyul < Lpv" auf Qy
o ul <o auf OQ,
Dann ist u" < ol auf Q.
Beweis: Wende Lemma 6.5 (diskretes Maximumsprinzip) auf ul — oM an. ]

Satz 6.7 (diskrete Stabilitit)
Definiere die lineare Abbildung Fj, : v" +— (Lpv", Rpo™). Dann existiert eine Konstante
C > 0 unabhingig von h, sodass fiir jede Gitterfunktion v : Q, — R gilt:

[10"]|oo < [|Bpv" oo + ClILav"|loo < 2C]|Fpv"||oc

Beweis: Der Beweis basiert auf dem diskreten Maximumsprinzip. Sei ¢y, : Q) — R eine
Gitterfunktion mit folgenden Eigenschaften

a) ¢p > 0 (komponentenweise)

b) Lpen > 1 (komponentenweise)

¢) ||l¢nlleo < C fiir eine Konstante C' unabhéngig von h

Diese Eigenschaften erfiillt z.B. ¢;, = [2(1 — z)],. Definiere nun die Funktion
vt = o — (| oo

Dann folgt aus thi < 0 mit Lemma 6.5

+ + h h h
= < = + —||L < + <
xné%xh v (JC) - xrélgf}fh v (x) xlélgf};h v (1‘) || no ||Oo\<p/h - xrélé?()l{h v (x) -
>0
< max |v"(2)] = [[Rpv"||oo

€N,
Wegen +v" = vF 4 || Lpv"||oon folgt also

[10"ls0 < 1[0 oo + 110" ool lnlloo = 1BR0 oo + | Luv*lloollon] oo
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Satz 6.8 Seiu € C*(Q) eine Losung von (6.1). Sei u" die nach Satz 6.7 existierende Losung
von (6.4). Dann gilt mit einer von h unabhdingigen Konstanten C > 0

||u" = [u]n]]se < CH? max [|D%u|¢y-

|al

Beweis: Der Beweis wird #dhnlich zu jenem von Satz 5.17 ,Konsistenz + Stabilitdt =

Konvergenz“ gefiihrt. Sei v := u" — [u]},. Dann folgt mit Satz 6.7

[[u" = [ulnlloo < |[Rnt" = Ralulnlloc + CllLnu" — Lnfulnlloo <
N——

=0 =[fln
Lemma
6.
< O|I[fIn — [Luls, + [Luly — Lyfulnlle < 7(h) = Ch? max || D%l (-
v o
= h

O

Die Matrix Ay, aus (6.5) erfiillt die Abschitzung ||A; || < C gleichmdBig in h nach dem
Stabilitatsresultat Satz 6.7. Der Beweis dazu beruht auf dem Lemma 6.5, welches folgendes
Monotionieprinzip ausdriickt:

Apu <0 (komponentenweise) = u < 0 (komponentenweise).
Diese Eigenschaft kann durch den Begriff der M-Matriz verallgemeinert werden:
Definition 6.9 Eine Matrix A € R™*" heifit
(i) Lo-Matrix, falls A;; <0 Vi#j

)
(ii) L-Matrix, falls Aj; >0 Viund Aj; <0 Vi#j
)

)

(iii) inversmonoton, falls Ax < Ay (komponentenweise) = x <y (komponentenweise)

(iv) M-Matrix, falls A eine Lo-Matrix ist, fiir die A~! existiert und A~! > 0 ist (element-
weise)

Ubung 6.10 Zeigen Sie, dass eine inversmonotone Matrix A invertierbar ist und A= >0
elementweise gilt. Daraus folgt, dass M-Matrizen gerade die inversmonotonen Ly-Matrizen
sind.

Wir sehen, dass A, eine M-Matrix ist. Der Kern des Beweises von Satz 6.7 (d.h. ||A; || < C)

war die Existenz der Gitterfunktionen ¢; > 0 mit Ly > 1. Die Existenz einer solchen Funk-
tion ist charakteristisch fiir M-Matrizen:

Satz 6.11 (M-Kriterium)
Sei A € R™ ™ eine Lo-Matriz. Dann ist A inversmonoton genau dann, wenn ein Vektor
v >0, ¢ €R" mit Ap > 0 (komponentenweise) existiert. In diesem Fall gilt:

Afl < ||¢HOO
] lloo < min (Agp)
i=1,...,n
Beweis:
»,=* Ubung 6.10 zeigt die Existenz von A~ und A~ > 0. Also erfiillt o = A=1(1...1)T
das Gewiinschte.
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,<=" Zu zeigen ist

(1) A~! existiert und

(2) A= >0 (elementweise)

Sei ¢ > 0 mit Agp > 0. Dann gilt:

A"L’L K2
A= :,0 = ( ZAU% Z Aij »j )

J=1
=i <0 >0
>0 nach Vorr.
also existiert D™, wenn D := diag(A) und D~! > 0 komponentenweise.
Setze P:=D (D - A) =1 D !A. Dann gilt:
(i) P > 0 komponentenweise
(ii) (I-P)p =D 1Ay > 0 komponentenweise

(iii) Py < ¢ komponentenweise

Als nichstes zeigen wir, dass (I — P)~! existiert. Dazu reicht es eine Norm || - ||, auf R™ zu

finden, sodass ||P||. < 1. Definiere || - ||« durch ||z]||« := max |Z;| und setze z; := ¢;Z; sowie

P; ij = PU . Dann gilt:
> | max | Z |
Piipiz;||« ax P”go]a:]
|[Px||« =1 =L... v

=max ———————— = max - =
1]« &7 [121]oo a0 ||$||oo

"2
= [[P[lc = max Z|Pw|— ZPW o=
j=1

1Pl = max

P“"J

II@

7 1n.

(4ii)
= [[Pell <1

Damit ist (1) gezeigt, d.h. A~! exisitert.

Zum Beweis von (2) bemerke, dass A1 > 0 (komponentenweise) dquivalent ist zu A~'D > 0
(komponentenweise), denn die Diagonalmatrix D hat positive Diagonaleintriige. Nun ist
o0

A7'D = (DA = TI-P) ! = Y P/ > 0 weil P > 0 elementweise. Dass ) P/
j=0 =0
konvergiert, folgt aus dem Beweis von (1).

Als letztes bleibt noch ||A~!||s abzuschiitzen. Betrachte dazu, dass aus Ay > 0 folgt,dass
Ap > [ rgnn (A@)i] (1,...,1)T. Somit gilt fiir die Losung u von Au = f, also u = A~'f:

seeey Tl

= ul <|JATH < AT f| = AT < AT, L DT <

- 1 [1£]loo
<A Ap———|If]|o £ ——2=
- ¥ nin (Agp)in lloo = min (Agp);
i=1,...,n i=1,...,n
wobei die Anwendung von | - | immer komponentenweise erfolgt.
Also gilt ||u]|so < ||f\|oo% und damit [|[A7!|o < %. O
i= i=1,...,n

.....
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Satz 6.11 liefert also eine explizite Abschiitzung fiir || A~!||s. Wir illustrieren das am folgen-
dem Beispiel.

Beispiel 6.12 Die Matrix Aj, aus (6.5) ist eine M-Matrix. Interpretiert man die Gitterfunk-
tion ¢, = [z(1 — )], als Vektor ¢ (fiir die inversen Knoten), dann gilt Ay = 2(1,...,1)7,

¢ >0, [|¢]|oo < i Damit ergibt sich [|A7!|| < % <

S

[N]IST

-----

Es ist sinnvoll, die M-Matrix-Eigenschaft durch rein algebraische Kriterien zu {iberpriifen.
Betrachte hierzu

Definition 6.13 Eine Matrix A € C™**" heif3t

n
(i) strikt diagonal dominant, falls |Ay;l > > |Ayjl, YVi=1,...,n.
j=1
J#i
n
(ii) schwach diagonal dominant, falls Ayl > >0 |Ayl, Vi = 1,...,n und eine echte
j=1
J#i
Ungleichung fiir mindestens einen Index gilt.

(iii) reduzibel, falls es eine Permutationsmatrix P gibt, sodass PTAP = ( A011 212 ) mit
22
nichttrivialen quadratischen Matrizen A1; und Aos.
(iv) irreduzibel, falls A nicht reduzibel ist.

(v) A hat die Ketteneigenschaft, falls es fiir jedes Paar (i,7) € {1,...,n}? eine Folge
7 = Z'(), ’i], N ,il = ] glbt7 sodass Ai07i1’ Ai1,iga ey Ail—lﬂ'l 7& 0.

(vi) A heiBt irreduzibel diagonal dominant, falls A irreduzibel und schwach diagonal domi-
nant ist.

Ubung 6.14 Es gilt die Aquivalenz: A ist irreduzibel < A hat die Ketteneigenschaft

Bemerkung 6.15 Die Ketteneigenschaft ist eine Aussage iiber die Besetzungsstruktur von
A, die mit dem Besetzungsgraphen G beschrieben werden kann. G ist wie folgt definiert:

e Die Knoten von G sind die Indizes 1,...,n.

e Eine Kante von G verbindet Knoten ¢ mit Knoten j und ist von ¢ nach j gerichtet, falls
der Matrixeintrag A;; 7# 0.

Beispiel 6.16 Sei die Besetzungsstruktur der Matrix A gegeben durch

r T T x G@D' ,é;
T T T x

A= 0 0 z =z l><l
0 0 = z fg@‘—)@?j

Abbildung 6.4: Besetzungsstruktur der Matrix A (links) und der zugehérige Besetzungs-
graph (rechts).

wobei @ den i-ten Knoten, ¢ = 1,...,4, bezeichnet.
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Eine Matrix hat die Ketteneigenschaft genau dann, wenn fiir jedes paar von Knoten (i, j)
von G ein gerichteter Pfad von ¢ nach j existiert. In diesem Beispiel hat A nicht die Kette-
neigenschaft. Man sieht auch, dass A reduzibel war.

Beispiel 6.17 Sei die Matrix A gegeben durch

.. —1
-1 2
A ist irreduzibel diagonal dominant, denn

e A ist offensichtlich schwach diagonal dominant und

e A hat auflerdem die Ketteneigenschaft. Diese lisst sich aus dem Besetzungsgraphen

erkennen: D—@—@—-—@®
Satz 6.18 Sei A € R™*" eine L-Matriz. Dann gilt
(i) A ist strikt diagonal dominant = A ist eine M -Matriz und
~1 1
A oo < T A A
=1,..., n jZi
(i) A ist irreduzibel diagonal dominant = A ist eine M-Matriz
Beweis: Ubung. U

Satz 6.19 Sei A eine L-Matriz. Dann gilt: A ist eine M-Matriz < oI — D71A) < 1, wobei
o den Spektralradius bezeichnet

6.3 Bemerkungen zu den Randbedingungen

6.3.1 Neumann-Randbedingungen in 1D
Betrachte das Problem
—u" = fauf (0,1), u(0)=0, v(1)=geR
In den Knoten zg, ..., zy_1 wird dabei die ,,Standard“-Differenzenapproximation verwendet:
Uy = 0
2u; — U1 — Ui—1
B2

Aufgrund der inhomogenen Randbedingungen muss im Gegensatz zu Abschnitt 6.2 zusétzlich
upy berechnet werden. Dazu wird folgende Gleichung fiir uy aufgestellt

L f(x) firi=1,...,N—1

2uN —UN41 — UN—1 |
2 = f(zn)

Zur Berechnung dieser Gleichung wird un41 benétigt, obwohl zxi1 ¢ [0,1]. unyy1 kann
jedoch aus dem symmetrischen Differentenquotienten fiir u/(zx) = g ausgedriickt werden

UN+1 — UN-1 |
2h
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und w41 somit aus der vorletzten Gleichung eliminiert werden. Damit ergibt sich als Losung
fir ug, ..., un:

U,()ZO

2 PR . —_ ] —
Ui — Uj41 Uzléf(xi) firi=1,...,.N—1

12
2(uny —un— 2g
% = f(zn) + 5

6.3.2 Nicht gleichmiflige Gitter in 1D

Bei nichtgleichméfiigen Gittern ist h;, ¢ = 1,..., N, nicht uniform. Eine Approximation an
—u"(z;) ist dann z.B folgendermafien gegeben:

*U”(»’Ci) ~ 2 (Uz — Ui+l U — Ui—1

- L i=1,...,N-1
hi + hiz1 hit1 hi )

Diese Approximation ist allerdings nur konsistent von der Ordnung 1.

6.3.3 Krummlinige Rinder

Betrachte das Problem
—Au=f auf Q, u=0 auf 0

Die Diskretisierung in randfernen Punkten verursacht keine Schwierigkeiten und erfolgt mit-
tels einer ,,Standard“-Diskretisierung, z.B. durch den 5-Punkt-Stern aus Abbildung 6.2.

Bei der Diskretisierung in randnahen Punkten tritt das Problem auf, dass das Gitter viereckig
ist, aber €2 nicht, vergleiche dazu auch Abb. 6.5. Legt man das Gitter iiber €2, und betrachtet
nun einen randnahen Punkt dann ist es im Allgemeinen so, dass es Gitterpunkte gibt, die
nicht in §2 liegen, sondern auflerhalb.

/_\
(@)

Q)

| Xg \

Abbildung 6.5: Ein gleichméfiges Gitter iiberdeckt das Gebiet 2 mit krummlinigen Rand
im Bild links. Rechts ist ein Auschnitt mit 992 zu sehen. Die runden Punkte liegen an den
Schnittpunkten des gleichméfligen Gitters. Die zwei eckigen Punkte zx und xzg sind am 0f)
liegenden Punkte, die anstatt der auBerhalb von Q liegenden rund eingezeichneten Punkte
zur Diskretisierung verwendet werden.
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Eine Moglichkeit der Diskretisierung liefert die Verwendung von sogenannten ,Shortley-
Wellen“. Diese orientiert sich am 5-Punkt-Stern. Dabei werden jene Punkte, die bei Verwen-
dung eines dquidistanten Gitters verwendet werden wiirden, aber auflerhalb von € liegen,
entlang der Gitterlinien an den Rand von €2 verschoben. Die Gitterpunkte werden dabei mit
ro, TN, Tg, s und xy bezeichnet. Dabei steht C fiir Center und N, E, S und W fiir
North, East, South und West. Seien jetzt oBdA xx und zg jene Knoten, die auf 02 liegen,
wobei der Abstand von z¢ zu xy die Linge Ah und jener von z¢ zu zp die Linge ph hat.
Die Bedingungen fiir den Knoten z¢ lauten dann

(1) (~Au)(ze) ~ (Lyut)(w0) i= gy (M — tegme) 4 o2 (ueguy _ uosus)

(2) setze die Randbedingung uy = ug = 0 explizit ein und

(3) fordere (Lyu")(zc) = f(zc)

Bemerkung 6.20 Obwohl diese Diskretisierung nur Konsistenzordnung 1 hat, gilt unter
geeigenteten Vorraussetzungen ||[u], — u”||oo < Ch.



