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Vektoriteration

terationsvorschrift:

Ti+1

ACL‘;

llill2

Y T
A1 = $z+1A$l+1

0 2 4 6
’ Anzahl lterationsschritte m

10 1 0 \
A]_ = 0 10 , /\1=10, )\2=1, /\3:0, Xg =0.1
0 00 1
10 1 0 \
A, = 0 90|, MN=10, A=9, X=0, f:o.g
0 00 1
2 Vektoriteration: gut separierter EW
K T R
10° Lo\ T T e 0™ |.
107+
107
10°}
107° +
107° é

0 20 40 60 80
Anzahl Iterationsschritte m

100

c=cos(r/3), s= sin(m/3),

A=05+05V3, X=0.1

Iterationszahl [ Xl

0.36666666666667
0.49800995024876
0.49998000099995
0.49999980000010
0.49999999800000
0.49999999998000
0.49999999999980
0.50000000000000
0.50000000000000
0.50000000000000
0.50000000000000

— O WO O U N

—_

In allen Beispielen ist zo = (1,1,1)7.




Inverse Iteration und Rayleighquotienteniteration

Inverse Iteration mit Shift \:

Rayleighquotientenmethode

Xl = CC;_ALEl
Ty = (A — A)_lxl
Bppq = Li+1
1 = o=
R

Al::xffhm

—~ L < -1

Ty = (A=)
ZLi+1

Tyl = ———
2 1Eall

OO =
o O O

10
A = 1
0

3

A1 & 10.6180, A2~ 83820, A3=0,

o = (1,—1,0)7 ~» Rayleighquotienteniteration konvergiert gegen Ay

inverse lteration und Rayleighquotientenmethode

10° —e— Rayleighquotientenmethode -
- @ ~inverse lteration (shift=7)
'\ -=p-- inverse lteration (shift=8.3)
\
> “o- .
-5 ¢\’ -~ * - -
10 - N, ~e .~ . .
\’\ - -~ O. - :-i .
> Te
A Y s
: .. .,L
107} ]
»
~r
s,\
1 0"15 1 1 . ?~ il ~p L 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Anzahl Iterationsschritte m

/ﬂn\\
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Zu Abbruchkriterien
Sei z € R™ mit ||z|]z = 1 und R(z) = z"Az. Sei A diagonalisierbar mit V"'AV =. Sei
r = Az — R(z)z. Dann gilt:

min |A; — R(z)| < conda(V)||r||2
min |\; — R(z)| < ||r]l2 falls A syrﬁmetrisch

min |\; — R(z)| < C||r||3 falls A symmetrisch und R(z) hinreichend nahe an einem einfachen EV

Beispiel: Vektoriteration (Startvektor: zo = (1,1,1)7).

10 1 0
A= ( 1 10/, 123
0 00 A= 04 5 |, conds (V') = 26.5.
\ R 0 0 45
m |>\ma,:lt - R(IEm)| | m‘n”T “2($m)| |>‘ _ R( )|
ml|2 m |)\ma:c _ R(wm)l max Tm
1 5.78 2.5_; l|7m]2
2 4.6_5 1.09_, 1 2.0 1.1
3 3.6_4 1.08_; 10 5.3_2 8.2
4 2.8_¢ 1.08_; 20 2.2_, 10.8
5 2.1 3 1.08_; 30 1.5_5 11.6
6 1.7_10 1.08_; 40 4.6_5 11.8
7 1.3_19 1.08_4 50 14_5 11.9
8 1.0_14 0.9_; 60 4.3_4 11.9
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QR-Algorithm ohne und mit Shift
QR-Iteration mit single Shift

o = A
QR-Iteration ohne Shift A—ol = QR
A = QR A = RQ+ol
A = RQ priife, ob A zerfallt. Falls ja:

wende QR-Alg. mit Shift
auf oberen Teilblock an.

Wir erwarten;

1. lineare Konvergenz beim QR-Algorithmus ohne Shift (genauer: wenn die EW die Bedin-
gung [A1] > |Az| > - -+ > |\, erfiillen).

2. schnelle (asymptotisch quadratische) Konvergenz beim QR-Algorithmus mit Shift.

QR-lteration mit und ohne Shift

Fehler der Eigenwerte

T T T

- @ - QR-Ilteration ohne Shift
—e— QR-Iteration mit single shift

ee
)
)
®
o¢
ee
e
ee
°
Ye
©
©
%0
Oo.

i

|

5 10 15 20 25 30 35 40

Anzahl Schritte der QR-lteration



Ausgangsmatriz Hessenbergform
3.5488 15.503 8.5775 —4.0123 3.5488 —9.8025 4.1046 —14.8282
4 | 23595 24524 14506 —5.8157 QTAQ=H = —3.0450 36.5229 —8.3593 55.8301
~ | 0.0809 27.599 21.438 —5.8415 Q=H= 0 25.8343 —2.5900 41.15901
1.9227 55.667 39.717 —10.558 0 0 —0.5372 14710
QR-Iteration ohne Shift QR-Iteration mit Shift und Deflation
239 —6.6 392 345 [ 320 166 -289 499
4 —21.8 128 —42.1 —386 4 = —234 417 236 —42.1
L= 0 1.0 063 —06 1= 0 —-0.65 0.99 003
\ 0 0 072 1.6 \ 0 0 -0.33 176
( 29.99 3266 71.6 —10.6 \ [ 321 308 8.1 —71.9
A - 21, 60 1.7 —0.44 Ao = ~-18 38 —005 3.2
5 = 0 15., 202 —0.21 2 = 0 014 0.98 0.085
\ 0 0 64, 097 ) \ 0 0 -016 202
/ 2097 329 7068 14.9 \ / 30.3 32.7 —4.17 7215
A -6.6_¢ 6.0 1.79 0.56 A = —0.2 5.70 0.08 1.21
o = 0 6.2_5 2.0 027 3 = 0 —4.0_, 0.99 —0.29
\ 0 0 -1.8_.5 0.99 \ 0 0 2983 20
209 329 70.65 —15.05 / 301 329 —4.06 -72.12
A = —2.1_4 60 179 —0.56 s —0.03 60 0.080 —1.78
15 = 0 26_, 20 —028 4 = 0 1.01_, 0.99 027
\ 0 0 53.5  0.99 \ 0 0 —23_6 2.0
(2097 329 7065 15.0529 [ 300 329 —4.14 7212
Ao = ~6.8_13 6.0 1.79 0.56 A = | 45 60 007 186
0= 0 1.1 2.0 0.28 5 = 0 —256_5 0.99 —0.28
\ 0 0 —16_¢  0.99 \ 0 0 1.5.12 20
[ 300 329 -412 -7212
A = -64.4, 60 0.07 -—1.87
6 = 0 65, 099 0.28
\ 0 0 0.0 2.0
300 329 412
Ap —1. 1_5 6.0 —0.07
1.2_9 0.99
300 329 -4.12
Ag —2.0_ 5 60 0.073
0.99
30.0 —32.9
As (21 11 60)
4 30.0 329
10 —2.5_93 6.0
300 32. 94 —4.12 —72.1
0.073 —1.87
0.99 0.28
0.0 2.0




Orthogonale Iteration

Iterationsvorschrift: input: Qo € K™**  mit orthonormalen Spalten
Xigy = AQy
[Q1, Ri] = qr(Qus1)

Satz: Falls die k orthonormalen Spalten von @ zu einer ONB von K" ergénzt werden (ergénzenden
Spalten: @), dann gilt mit der Matrix @ = (@1, Q:), daB

H H AN R
QYAQ = QIHAQZ Q o AQ}{ die Abschétzung 1QEAQ|. < CF, erfiillt,
l AQl l AQ[ :

wobei § < 1, falls fiir die EW von A gilt: |\ > |Ag| > -« [ Ae|>|Ak41 = [Akg2| =+ 2 |Anl-

orthogonale Iteration mit Q) = e;:

[ 3.5488 15.593 8.5775 —4.0123
2.3595 24.524 14.596 —5.8157
0.0899 27.599 21.438 —5.8415
\ 1.9227 55.667 39.717 —10.558

( 23.88  7.4511 —18.7348 48.5777
QTAQ, — 21.81 13.8262 —19.4457 53.4859
15%1 0.05 09388  0.7410 1.1440
\—0.38 —0.6794  0.0344 0.5050

( 2.9995,01 —3.2632401 —7.2229.01 —4.5374,00
QTAQs — 2.0674_g2 59635.00 1.8037,.00 2.9067_¢;

5 4% 6.7202_0¢ 1.6060_¢2  2.0253,00 1.2553_g
\ —9.5156_g7 —1.4322_¢3 —1.5312_¢1  9.6943_o,

/ 2.9966+01 —3.2941+01 _7.0716+01 1.4757+01
6.6205_06 5.9990+00 1 .7890+00 —5.5720._01
8.9954_15 6.7581_¢5 2.000690 —2.7247_p1
\ 3.6005_14 1.6941_o; 4.2406_03 9.8680_01

2.9966.01 —3.2942,0;1 —7.0655,.0 —1.5044,0;
T AQs — 2.1287_g9  5.9990,00 1.7866400 5.6447_n
15715 1.1896_;7 2.7806_¢7 1.9994,00  2.7658_¢;

k—1.4008_21 —2.0498_1; —1.2463_¢4 9.8791_

Q10AQ10 =




orthogonale Iteration mit Qy = [e;, es]:

A

QI AQ:

Qs AQs

Q104Q10

QsAQss

orthogonale Iteration mit Qo = [ey, s, €3]t

Q1 AQ:

Q3 AQs

Q1pAQ10

Q5AQs

[ 3.5488 15.593 8.5775 —4.0123
2.3595 24.524 14.596 —5.8157
0.0899 27.599 21.438 —5.8415
K1.9227 55.667 39.717 —10.558
23.88  7.4511 —18.7348 48.5777
21.81 13.8262 —19.4457 53.4859
0.05 0.9388  0.7410 1.1440
\ —0.38 —0.6794  0.0344 0.5050
2.9995,0; —3.2632,07 —7.2229,01 —4.5374400
2.0674_02  5.9635,00 1.80374 00 2.9067_p
6.7202_g¢ 1.6060_g2 2.0253,90 1.2553_01
\ —9.5156_¢7 —1.4322_¢3 —1.5312_¢; 9.6943_¢;
29966401 —3.2941,017 —7.0716401  1.47574101
6.6205_0s  5.9990,00 1.7890.00 —5.5720_p
8.9954 15 6.7581_¢5 2.0006.00 —2.7247_o1
\ 3.6005_14 1.6941_¢7 4.2406_¢3 9.8680_0
[ 2.9966401 —3.2942,0 —7.0655.01 —1.5044,01
2.1287_g9 5999000 1.7866,00 5.6447_o1
1‘1896_17 2.7806_07 1.9994+00 2.7658_01
\ —1.4008_5; —2.0498_;; —1.2463_¢; 9.8791_q
[ 35488 15.593 8.5775 —4.0123
2.3595 24.524 14.596 —5.8157
0.0899 27.599 21.438 —5.8415
\ 1.9227 55.667 39.717 —10.558
23.88  7.4511 —18.7348 48.5777
21.81 13.8262 —19.4457 53.4859
0.05  0.9388  0.7410 1.1440
\ —0.38 —0.6794 0.0344 0.5050
( 2.9995,.0; —3.2632,01 —7.2229401 —4.5374.00
2.0674_¢2  5.9635,00  1.8037400  2.9067_01
6.7202_0s  1.6060_g2  2.0253,00 1.2553_¢1
K—9.5156_07 —1.4322_93 —1.5312_g; 9.6943_¢;
2.9966401 —3.2941,01 —7.07164.01  1.4757,01
6.6205_06  5.9990,00 1.7890400 —5.5720_o
8.9954 15  6.7581_95  2.0006,00 —2.7247_o
\ 3.6005_1; 1.6941_o7 4.2406_03 9.8680_q
[ 2.9966,0 —3.2942.9; —7.0655,0; —1.5044,0
2.1287_09  5.9990,00  1.7866400 5.6447_o1
1.1896_17  2.7806_¢;  1.9994,00  2.7658_01
\ —1.4008_5; —2.0498_;; —1.2463_o4 9.8791_g;





